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Задания контрольной работы
Таблица выбора заданий контрольной работы

	Первая буква фамилии
	Последняя цифра номера 

зачетной книжки
	Задания

	А, Д, И, Н,
С, Х, Щ.
	1
	1
	11
	21
	31
	41

	
	2
	2
	12
	22
	32
	42

	
	3
	3
	13
	23
	33
	43

	
	4
	4
	14
	24
	34
	44

	
	5
	5
	15
	25
	35
	45

	
	6
	6
	16
	26
	36
	46

	
	7
	7
	17
	27
	37
	47

	
	8
	8
	18
	28
	38
	48

	
	9
	9
	19
	29
	39
	49

	
	0
	10
	20
	30
	40
	50

	Б, Е, К, О,
Т, Ц, Э.
	1
	2
	13
	24
	35
	46

	
	2
	3
	14
	25
	36
	47

	
	3
	4
	15
	26
	37
	48

	
	4
	5
	16
	27
	38
	49

	
	5
	6
	17
	28
	39
	50

	
	6
	7
	18
	29
	40
	41

	
	7
	8
	19
	30
	31
	42

	
	8
	9
	20
	21
	32
	43

	
	9
	10
	11
	22
	33
	44

	
	0
	1
	12
	23
	34
	45

	В,Ж, Л, П, 

У, Ч, Ю.
	1
	3
	15
	27
	39
	41

	
	2
	4
	16
	28
	40
	42

	
	3
	5
	17
	29
	31
	43

	
	4
	6
	18
	30
	32
	44

	
	5
	7
	19
	21
	33
	45

	
	6
	8
	20
	22
	34
	46

	
	7
	9
	11
	23
	35
	47

	
	8
	10
	12
	24
	36
	48

	
	9
	1
	13
	25
	37
	49

	
	0
	2
	14
	26
	38
	50

	Г, З, М, Р,

Ф, Ш, Я.
	1
	4
	17
	30
	33
	46

	
	2
	5
	18
	21
	34
	47

	
	3
	6
	19
	22
	35
	48

	
	4
	7
	20
	23
	36
	49

	
	5
	8
	11
	24
	37
	50

	
	6
	9
	12
	25
	38
	41

	
	7
	10
	13
	26
	39
	42

	
	8
	1
	14
	27
	40
	43

	
	9
	2
	15
	28
	31
	44

	
	0
	3
	16
	29
	32
	45


Задания контрольной работы
№ 1-10. Решите данную задачу линейного программирования графическим методом. 
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№ 11-20. Для выпуска изделий двух типов А и В на предприятии используется три вида сырья. Предприятие обеспечено сырьем первого вида в количестве S1 кг, сырьем второго вида – S2 кг, сырьем третьего вида – S3 кг.

На производство одного изделия А необходимо затратить сырья первого вида a1 кг, сырья второго вида a2 кг, сырья третьего вида a3 кг. На производство одного изделия В необходимо затратить сырья первого вида b1 кг, сырья второго вида b2 кг, сырья третьего вида b3 кг. Прибыль от реализации одного изделия А составляет C1 руб., а изделия В – C2 руб.

Составьте план производства изделий А и В так, чтобы предприятие получило наибольшую прибыль от их реализации. Задачу решите симплексным методом.

11. 
a1 = 8,  
b1 = 5,   
S1 = 2240,    C1 = 15,

a2 = 2,   
b2 = 11,  
S2 = 2640,    C2 = 29,

a3 = 6,   
b3 = 7,   
S3 = 2200. 

12.
a1 = 6,  
b1 = 5,  
S1 = 1800,    C1 = 20,

a2 = 3, 
b2 = 8,  
S2 = 2000,    C2 = 25,

a3 = 4, 
b3 = 7,  
S3 = 1860. 
13.
a1 = 5,  
b1 = 3,  
S1 = 2150,    C1 = 16,


a2 = 3,  
b2 = 4,  
S2 = 1730,    C2 = 32,


a3 = 2,  
b3 = 5,  
S3 = 1900. 
14.
a1 = 1,  
b1 = 4,  
S1 = 1140,    C1 = 12,


a2 = 6,   
b2 = 7,  
S2 = 2420,    C2 = 21,


a3 = 5,  
b3 = 4,  
S3 = 1650.
15.  
a1 = 1,  
b1 = 4,   
S1 = 1600,    C1 = 22,


a2 = 5,   
b2 = 6,   
S2 = 2820,    C2 = 18,


a3 = 3,   
b3 = 2,   
S3 = 1260. 

16.  
a1 = 3,   
b1 = 10,  
S1 = 2600,    C1 = 12,


a2 = 9,   
b2 = 7,   
S2 = 2970,    C2 = 24,

 
a3 = 5,   
b3 = 9,   
S3 = 2570. 

17. 
a1 = 4,   
b1 = 3,   
S1 = 1920,    C1 = 14,
    
a2 = 2,   
b2 = 7,   
S2 = 2940,    C2 = 28,
     
a3 = 3,   
b3 = 5,   
S3 = 2320. 

18. 
a1 = 4,   
b1 = 5,   
S1 = 1180,    C1 = 15,


a2 = 3,   
b2 = 7,   
S2 = 1470,    C2 = 25,


a3 = 7,   
b3 = 6,  
S3 = 1680. 

19. 
a1 = 4,   
b1 = 5,  
S1 = 1480,    C1 = 19,


a2 = 4,   
b2 = 9,  
S2 = 2250,    C2 = 28,


a3 = 5,   
b3 = 8,  
S3 = 2130. 
20.  
a1 = 6,   
b1 = 10,   
S1 = 1590,    C1 = 18,


a2 = 5,  
b2 = 3,   
S2 = 1260,    C2 = 25,


a3 = 9, 
b3 = 4,   
S3 = 1890. 

№ 21-30. Для данной задачи линейного программирования составьте двойственную, решите ее симплексным методом и укажите оптимальное решение исходной задачи.
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№ 31–40. Найдите целочисленное решение задачи графическим методом и методом Гомори. 
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№ 41-50. На трех базах А1, А2, А3 находится однородный груз в количестве соответственно a1, a2, a3 тонн. Этот груз необходимо перевести на четыре предприятий В1, В2, В3, В4, В5,  потребности которых соответственно равны b1, b2, b3, b4 тонн. Стоимость перевозки одной тонны груза с базы Аi на предприятие Вj составляет cij рублей. Эти стоимости заданы в матрице С, запасы грузов на базах (в тоннах) заданы в матрице А, а потребности предприятий (в тоннах) – в матрице В.

Составьте план перевозок груза на предприятия таким образом, чтобы их общая стоимость была наименьшей. Сравните стоимости перевозок в исходном и оптимальном планах. 
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Примерные вопросы к экзамену
1. Понятие и виды моделей. Математическое моделирование. Этапы моделирования. Понятие, виды и границы применимости математического моделирования. Математические модели в финансовых операциях. 

2. Модели и формулы наращивания по схеме простых процентов, Три типа подсчета дней ссуды. Формула простых переменных процентов. Дисконтирование.
3. Модели и формулы наращивания по схеме сложных процентов. Понятие эффективной ставки. Различие между простыми и сложными процентами.
4. Понятие балансового метода и балансовых соотношений. 
5. Линейная модель многоотраслевой экономики В.В. Леонтьева. 
6. Паутонообразная модель рынка.

7. Эластичность функции: понятие, экономическая интерпретация, формула, связь с предельным и средним значениями функции.

8. Свойства эластичности. Эластичные, неэластичные и абсолютно неэластичные функции.

9. Функция полезности: определение, свойства, виды, предельные полезности продукта.

10. Линии безразличия: определение, свойства, карта линий безразличия. Предельная норма замены одного продукта другим.

11. Задача задачи  потребительского выбора: формулировка, понятие и вид бюджетного ограничения, понятие локального рыночного равновесия, формула решения. 

12. Метод множителей Лагранжа.

13. Взаимозаменяемость и взаимодополняемость товаров. Понятие компенсации дохода. Уравнение Слуцкого.

14. Понятие о математическом программировании, виды задач математического программирования. Математическая модель задачи линейного программирования и ее каноническая форма.

15. Графический метод решения задачи линейного программирования.

16. Каноническая форма математической модели задачи линейного программирования: понятие базисного, опорного и оптимального решений.

17. Основная идея симплексного метода решения задачи линейного программирования. Алгоритм симплексного метода.

18. Понятие альтернативного оптимума, его геометрическая и аналитическая интерпретации.

19. Двойственные задачи линейного программирования: понятие, свойства.

20. Понятие о взаимно двойственных задачах. Теорема о минимаксе. Нахождение оптимального решения двойственной задачи.

21. . Математические модели двух взаимно двойственных задач. Теорема о минимаксе.

22. Математическая  модель задачи целочисленного линейного программирования на примере задачи об оптимальном раскрое.

23. Математическая модель и графический метод решения задачи целочисленного линейного программирования. 

24. Решение задач целочисленного линейного программирования методом Гомори.

25. Транспортные задачи: понятие, виды, критерий оптимальности.

26. Математическая модель транспортной задачи. Построение исходного опорного решения.

27. Математическая модель транспортной задачи. Сведение открытой транспортной задачи к ее закрытому типу.

28. Решение транспортной задачи: циклы перераспределения перевозок, проверка оптимальности построенного опорного плана. Нахождение коэффициента эффективности. 

29. Задача о назначениях: понятие, математическая модель, алгоритм решения.

Литература
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4. Красс М.С., Чупрынов Б.П. Основы математики и ее приложения в экономическом образовании. М.: Дело АНХ, 2005. 720 с.
5. Кундышева Е.С. Экономико-математическое моделирование : учеб. для вузов / под ред. Б. А. Суслакова. М.: Дашков и Ко, 2010. 423 с.
6. Попов А.М., Сотников В.Н. Экономико-математические методы и модели. М.: Юрайт, 2013. 479 с.
дополнительная:

7. Замков О.О., Толстопятенко А.В., Черемных Ю.Н. Математические методы в экономике.  М.: Дело и сервис, 2009. 384 с.

8. Красс М.С., Чупрынов Б.П. Математика в экономике. Математические методы и модели: учебник М.: Финансы и статистика, 2007. 544 с.
9. Кремер Н.Ш., Путко Б.А., Тришин И.М. Математика для экономистов: от арифметики до эконометрики. М.: Высш. образование, 2009. 646 с.
10. Малыхин В.И. Математика в экономике. М.: ИНФРА-М, 2000.

11. Орлова И.В., Половников В.А. Экономико-математические методы и модели: компьютерное моделирование: Учеб. пособие. М.: ИНФРА-М, 2013. – 389 с.

12. Фомин Г.П. Математические методы и модели в коммерческой деятельности: учебник. М.: Финансы и статистика, 2001. 544 с.

Тексты лекций

Лекция по теме «Понятие о математическом моделировании.
Математические модели финансовых операций»
Понятие о моделях и моделировании

Моделью называют копию, которые повторяют реальный объект с сохранением главных его особенностей (с точки зрения предмета изучения) и удаления второстепенных.

Математической моделью называют совокупность соотношений (уравнений, неравенств), определяющих основные характеристики состояний объектов исследования, а через них — основные параметры.

Этапы решения экономической задачи 
методом математического моделирования.

1 этап:  выявление проблемы:

· формулировка задачи

· выявление целей исследования

· качественное описание экономического объекта и процесса

2 этап: построение модели:

· определение методов решения

· формулировка задач в виде математических соотношений

· программирование модели на компьютере

3 этап: анализ модели:

· подбор исходных параметров

· расчет модели

· получение результатов

· выявление оптимального решения

Понятие о финансовых операциях

Количественный финансовый анализ имеет целью решение широкого круга задач, примером которых могут быть следующие:

1) измерение конечных финансовых результатов операций;
2) сравнение эффективности различных операций;
3) выявление зависимости конечных результатов от основных параметров операции;
4) расчет параметров эквивалентности изменения условий контракта.
Под процентами или процентными деньгами, понимают абсолютную величину дохода от предоставления денег в долг в любой его форме: выдача ссуды, продажа товара в кредит, помещение денег на депозитный счет, учет векселя, покупка сберегательного сертификата или облигации и т.д. 

Под процентной ставкой понимается относительная величина дохода за фиксированный отрезок времени — отношение дохода (процентных денег) к сумме долга. Она измеряется в виде десятичной или обыкновенной дроби или в процентах. При выполнении расчетов процентные ставки обычно измеряются в десятичных дробях.

В финансовом анализе процентная ставка применяется как измеритель степени доходности (эффективности) любой финансовой, кредитной, инвестиционной или коммерческо-хозяйственной деятельности вне зависимости от того, имел место или нет факт непосредственного инвестирования денежных средств и процесс их наращения.

Временной интервал, к которому приурочена процентная ставка, называют периодом начисления. В качестве такого периода принимают год, полугодие, квартал, месяц или даже день. Чаще всего на практике имеют дело с годовыми ставками.
Проценты согласно договоренности между кредитором и заемщиком выплачиваются по мере их начисления или присоединяются к основной сумме долга (капитализация процентов). Процесс увеличения суммы денег во времени в связи с присоединением процентов называют наращением, или ростом, этой суммы. В этом случае процентные ставки называют ставками наращения.

При дисконтировании (сокращении) сумма денег, относящаяся к будущему, уменьшается на величину соответствующего дисконта (скидки). Соответственно говорят, что применяют дисконтные, или учетные ставки.

Для начисления простых процентов применяют постоянную базу начисления. Когда за базу принимается сумма, полученная на предыдущем этапе наращения или дисконтирования, используют сложные процентные ставки. В этом случае база начисления последовательно изменяется, то есть проценты начисляются на проценты.

Процентные ставки могут быть фиксированными (в контракте указываются их размеры) или плавающими. В последнем случае указывается не сама ставка, а изменяющаяся во времени база (базовая ставка) и размер надбавки к ней — маржи. Размер маржи определяется рядом условий, финансовым положением заемщика, сроком кредита и т.д. Она может быть постоянной или переменной на протяжении срока ссудной операции.

При последовательном погашении задолженности возможны два способа начисления процентов. Согласно первому процентная ставка (простая или сложная) применяется к фактической сумме долга. При втором способе, который применяется в потребительском кредите, простые проценты начисляются сразу на всю сумму долга без учета последовательного его погашения.
В практических расчетах применяют дискретные проценты, т.е. проценты, начисляемые за фиксированные интервалы времени (год, полугодие и т.д.). Если наращение или дисконтирование производится непрерывно, за бесконечно малые промежутки времени, применяют непрерывные проценты. Они используются в аналитических и теоретических финансовых расчетах.

Начисление простых процентов

Под наращенной суммой ссуды (долга, депозита, других видов выданных в долг или инвестированных денег) понимают первоначальную ее сумму с начисленными процентами к концу срока начисления. 

Условные обозначения:

P – первоначальная сумма денег,
i – процентная ставка (годовая),
n – временной период начисления (количество лет),
S – сумма наращивания.
Начисленные за весь срок проценты составят 
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Если проценты начисляются несколько раз в год, то
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где t – дискретный промежуток времени (в днях),
k – количество дней в году
и наращенная сумма вычисляется по формуле
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При расчете процентов применяют две временные базы. Если k = 360 дней, то получают обыкновенные или коммерческие проценты, а при использовании действительной продолжительности года (365, 366 дней) рассчитывают точные проценты.

Число дней ссуды берут приближенно и точно. При приближенном числе дней число дней в месяце берут равным 30 дням. Точное число дней ссуды определяется путем подсчета числа дней между датой выдачи ссуды и датой ее погашения. В соответствии с ГК РФ (п.1 ст. 839 Гражданского Кодекса РФ) дни открытия и закрытия вкладов не включаются в число дней, используемых для начисления процентов. Точное число дней между двумя датами можно подсчитать с помощью программы Microsoft Excel или по таблице дат. На практике применяются три варианта расчета простых процентов.

1. Точные проценты с точным числом дней ссуды (обозначается 365/365 или АСТ/АСТ). Применяется центральными банками и крупными коммерческими банками в Великобритании, США, дает самые точные результаты. 

2. Обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды (365/360 или АСТ/360). Этот метод, иногда называемый банковским, распространен в межгосударственных ссудных операциях коммерческих банков, во внутригосударственных – во Франции, Бельгии, Швейцарии. Дает несколько больший результат, чем применение точных процентов. 

3. Обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды (360/360). Такой метод принят в практике коммерческих банков Германии, Швеции, Дании. Применяется тогда, когда не требуется большой точности, например при промежуточных расчетах.
Часто на практике возникает задача, обратная наращиванию процентов: требуется найти размер первоначальных вложений, если известна наращенная сумма. Эта задача решается по формуле
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Установленная таким путем величина Р является современной величиной суммы S, которая будет выплачена спустя n лет. Дробь 
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 называют дисконтным (или дисконтирующим) множителем. Этот множитель показывает, какую долю составляет первоначальная величина долга в окончательной его сумме.
Если с течением времени процентная ставка изменяется, то наращенная сумма вычисляется по формуле:
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Начисление сложных процентов
Сложные проценты применяются в долгосрочных операциях. О сложных процентах говорят тогда, когда начисленные проценты не выплачиваются, а присоединяются к основной сумме. Присоединение начисленных процентов к сумме базы начисления называют капитализацией процентов.

Применим те же обозначения, что и в формуле наращения по простым процентам. 
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Если процентная ставка меняется во времени, то S вычисляется по формуле:
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Сравнивая простые и сложные проценты, можно сделать следующие выводы:

1) чем чаще в течении года происходит начисление сложных процентов, тем больше наращенная сумма;
2) при начислении сложных процентов 12% годовых не эквивалентно 1% в месяц;
3) при начислении сложных процентов ежемесячное начисление приносит больший результат, чем 1 раз в год.

Эффективная ставка показывает, какая годовая ставка сложного процента дает тот же финансовый результат, что и m-разовое наращивание в год по ставке
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. Она измеряет тот реальный относительный доход, который получают в целом за год.
Обозначим эффективную ставку через i. Множители наращения, рассчитанные по эффективной и номинальной ставкам, должны быть равны друг другу:
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откуда следует, что

[image: image111.wmf]1

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

m

ý

m

j

i

.

Лекция по теме
«Экономические модели линейной алгебры»
Понятие балансового метода

Общественное производство должно подчиняется определенным закономерностям, например, каждый произведенный продукт должен иметь своего потребителя, затоваривание сверхнормативными запасами тоже недопустимо. Сбалансированность производства является важнейшим условием нормального функционирования и развития экономики страны.

Одной из важнейших задач планирования является предупреждение возникновения диспропорций в развитии хозяйственных отраслей, а это основано на выявлении определенных пропорций их развития. Межотраслевой баланс производства и распределения продукции является результатом развития балансового метода анализа и планирования народного хозяйства.

Сущность балансового метода заключается в увязке потребностей и ресурсов хозяйственных отраслей. Функционирование многоотраслевого хозяйства требует баланса между его отдельными отраслями. Каждая отрасль, с одной стороны, является производителем, а с другой стороны – потребителем продукции, выпускаемой другими отраслями. 

Возникает довольно непростая задача расчета связи между отраслями через выпуск и потребление разнородной продукции. Для решения такой задачи составляется  межотраслевой баланс, который представляет собой систему показателей, отражающих производство и распределение продукции между отраслями или отдельными предприятиями. 

Впервые эта проблема была сформулирована в виде математической модели в 1936 году американским экономистом, русским эмигрантом В.В. Леонтьевым и получила название модели многоотраслевой экономики Леонтьева. Эта модель основана на алгебре матриц.

Табличное представление межотраслевого баланса
Для простоты предположим, что производственная сфера представлена в виде совокупности n отраслей, каждая из которых производит свой однородный продукт. Для обеспечения своего производства каждая отрасль нуждается в продукции других отраслей (внутрипроизводственное потребление). При этом каждая отрасль выступает и как производитель продукции, и как ее потребитель. Обычно процесс производства рассматривается за некоторый период времени (год, квартал, месяц).

Введем следующие обозначения:

хi –общий объем продукции, выпущенный i отраслью (ее валовый выпуск);

хij –объем продукции i отрасли, потребляемый j отраслью для производства своей продукции (межотраслевая поставка);

уi –объем продукции i отрасли, предназначенный для реализации (потребления) во внепроизводственной сфере (продукт конечного потребления).

Поскольку продукция разных отраслей имеет различные измерения, то в дальнейшем будем иметь в виду стоимостной баланс. Целью балансового анализа является ответ на вопрос: каким должен быть объем производства каждой из n отраслей, чтобы удовлетворить все (как производственные, так и внепроизводственные) потребности в продукции этой отрасли? 

Межотраслевой баланс можно представить в виде следующей таблицы, где каждой i-ой отрасли соответствует i-я строка и i-й столбец таблицы: 

	Потребле-

Про-        ние

изводство
	Внутрипроизводственное потребление
	Конечный продукт
	Валовый продукт

	
	1
	2
	…
	n
	
	

	1
	x11
	х12
	…
	x1n
	y1
	x1

	2
	x21
	х22
	…
	x2n
	y2
	x2

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	n
	xn1
	xn2
	…
	xnn
	yn
	xn


Упрощенно межотраслевой баланс состоит из двух основных разделов.

Внутрипроизводственное потребление отражается в матрице элементов, стоящих на пересечении n первых строк и n первых столбцов баланса. Эта матрица называется первым разделом межотраслевого баланса или матрицей межотраслевых поставок.

Например, величины xi1, xi2,… xin, характеризуют продукцию i-ой отрасли, потребленную в производстве всеми другими отраслями. Величины x1j, x2j,…, xnj характеризуют продукцию всех отраслей, потребленную j-ой отраслью.

Первый раздел межотраслевого баланса показывает на текущие внутрипроизводственные затраты и распределение продукции для всех n отраслей производства. 

Второй раздел межотраслевого баланса содержит данные по внепроизводственному (личному и общественному) потреблению продукции всех отраслей. Ко второму разделу баланса относится также столбец конечного и валового объемов продукции каждой из n отраслей. 

Балансовый принцип связи различных отраслей производства состоит в том, что для каждой отрасли ее валовый выпуск должен равняться сумме объемов внутрипроизводственного и внепроизводственного потребления. В самой простой линейной форме для любой i-ой отрасли балансовые соотношения имеют вид:
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                              где i = 1, 2, …, п.

Линейная модель многоотраслевой экономики Леонтьева
В.В. Леонтьев на основании анализа экономики США в период второй мировой войны установил, что, не смотря на серьезные изменения в размерах межотраслевых поставок и валовой продукции различных отраслей, величины 
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 меняются очень слабо. 

Числа аij называют коэффициентами прямых затрат. Они показывает, какую долю (процент) в валовом выпуске продукции j-ой отрасли составляют затраты продукции i-ой отрасли. Например, коэффициент прямых затрат 
[image: image114.wmf]23

a

 = 0,4 показывает, что при производстве продукции 3-ей отрасли затрачены 40% продукции 2-ой отрасли.

В.В. Леонтьев сделал предположение, что в некотором промежутке времени коэффициенты постоянны и зависят от сложившейся технологии производства. Это допущение называют гипотезой линейности. Оно означает линейную зависимость материальных затрат от валового выпуска:
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С учетом коэффициентов прямых затрат соотношения баланса примут вид: 


[image: image116.wmf]å

=

+

=

n

j

i

j

ij

i

y

x

a

x

1

,

                              где i = 1, 2, …,

Записав балансовые соотношения в систему, получим:
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Введем следующие обозначения:
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где X – вектор валового выпуска, 

Y – вектор конечного продукта, 

А – матрица коэффициентов прямых затрат (структурная матрица), 

En – единичная матрица порядка п. 

С учетом этих обозначений соотношения баланса можно записать в матричной форме:

X = AX + Y.                                                      (2)

Матричная форма записи соотношений баланса называется уравнением линейного межотраслевого баланса или экономико-математической моделью Леонтьева.

Перепишем экономико-математическую модель Леонтьева в виде:

(En – A)X = Y.                                                        (3)
Уравнение межотраслевого баланса можно использовать в двух целях:

1) для периода Т необходимо по уже известному вектору Х валового продукта найти вектор Y конечного потребления;
2) для периода Т необходимо по уже известному вектору Y конечного потребления найти вектор Х валового продукта.

В первой задачи надо просто по формуле (3) вычислить вектор Y.

Если матрица (En – A) невырожденная (то есть определитель(En – A( ( 0), то решением второй задачи межотраслевого баланса является вектор:

Х = (En – A)–1Y.
Матрица S = (En–A)–1 называется матрицей полных затрат. 
В обоих случаях требуется решить систему (2) с известной матрицей А. Однако из прикладного характера задачи вытекает ряд особенностей системы (2). Прежде всего все элементы матрицы А и векторов Х и Y должны быть неотрицательны.

Матрица А, все элементы которой неотрицательны, называется продуктивной, если для любого вектора Y с неотрицательными компонентами существует решение системы (2) – вектор Х, все элементы которого неотрицательны.

В этом случае и модель Леонтьева называют продуктивной. Для проверки продуктивности матрицы A используют различные критерии.  В дальнейшем мы будем использовать следующий критерий продуктивности матрицы: матрица А с неотрицательными компонентами продуктивна, если сумма элементов по каждому из ее столбцов (строк) не превосходит единицы, причем хотя бы в одном столбце (строке) эта сумма строго меньше единицы.

Таким образом, перед решением задачи межотраслевого баланса необходимо проверить матрицу коэффициентов прямых затрат А на продуктивность.

Пример 1.

В таблице содержатся данные баланса трех отраслей промышленности за некоторый период времени. 

	№ п/п
	Отрасль
	Потребление
	Конечный продукт
	Валовый выпуск

	
	
	1
	2
	3
	
	

	1.
	Переработка углеводородов
	5
	35
	20
	40
	100

	2.
	Энергетика
	10
	10
	20
	60
	100

	3.
	Машиностроение
	20
	10
	10
	10
	50


Требуется найти объем валового выпуска каждого вида продукции, если конечное потребление по отраслям увеличить соответственно до 60, 70 и 30 условных денежных единиц.

1. Найдем элементы матрицы прямых затрат: 
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Таким образом, матрица прямых затрат имеет вид: 
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Нетрудно видеть, что она является продуктивной.

2. Найдем матрицу (Е – А): 


[image: image132.wmf](

)

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

-

1

0

0

0

1

0

0

0

1

А

Е
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3. Найдем определитель матрицы (Е – А):
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4. Найдем алгебраические дополнения матрицы (Е – А):
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5. Запишем матрицу полных затрат (Е – А)-1:

(Е – А)-1= 
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6. Найдем объем валового выпуска при увеличенном конечном продукте:
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Таким образом, для того чтобы обеспечить заданное увеличение компонент вектора конечного продукта, необходимо увеличить соответствующие валовые выпуски: переработку углеводородов не 52,2 %, уровень энергетики – на 35,8% и выпуск продукции машиностроения – на 85% по сравнению с исходными величинами.

С помощью балансового метода могут быть найдены не только вектор валового выпуска, но и межотраслевые поставки каждой отрасли в новом планируемом периоде, и коэффициенты полной трудоемкости или фондоемкости единицы изделия каждой отрасли.

Коэффициентом прямой трудоемкости потребляющей отрасли называется величина, равная отношению общего объема затрат труда к валовому выпуску:
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где Lj –j отрасли (j = 1, 2,…п).

Коэффициенты полной общие затраты труда в трудоемкости отрасли определяются по формуле:
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                              где  j = 1, 2, …,п
Коэффициентом прямой фондоемкости потребляющей отрасли называется отношение общей стоимости ее основных фондов к валовому выпуску:


[image: image153.wmf]j

j

j

x

Φ

f

=

, 

где Фj – общая стоимость основных фондов j отрасли (j = 1, 2,…п).

Коэффициенты полной фондоемкости отрасли определяются по формуле:
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                              где  j = 1, 2, …,п

Линейная модель международной торговли

Еще одним из примеров экономического процесса, описывающегося методами линейной алгебры, является процесс взаимных закупок товаров. Будем полагать, что бюджеты п стран , которые обозначим соответственно х1, х2, … хп, расходуются на покупку товаров. Рассмотрим линейную модель обмена.

Пусть аij – доля бюджета хj, которую j-ая страна тратит на закупку товаров у i-ой страны. Введем матрицу коэффициентов аij:


[image: image155.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

mn

m

m

n

n

а

а

а

а

а

а

а

а

а

А

...

...

...

...

...

...

...

2

1

2

22

21

1

12

11

.

Тогда если весь бюджет расходуется только на закупки внутри страны и вне ее (можно это трактовать как торговый бюджет), то справедливо равенство:
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Матрица, обладающая данным свойством (т. е. матрица, у которой сумма элементов любого столбца равна 1), называется структурной матрицей торговли.
Для любой i-ой страны общая выручка от внутренней и внешней торговли выражается формулой:

Рi = ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn.
Условие сбалансированной (бездефицитной) торговли формулируется естественным образом: для каждой страны ее бюджет не должен превосходить выручки от торговли, то есть должно выполняться неравенство:

Рi ≥ хi
или 

ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn ≥ хi, где  i = 1, 2, …, п                     (3)

Докажем, что в предыдущем утверждении не может быть знака неравенства, а выполняется равенство. Действительно, составим неравенства для всех значений i от 1 до п и сложим их. Получим:

(a11x1+a12x2+…+a1nxn) + (a21x1+a22x2+…+a2nxn) + … + (aп1x1+aп2x2+…+aпnxn) ≥ 
≥ х1+х2+…+хп.

Перегруппировав слагаемые с одноименными бюджетами, получим: 

(a11+a21+…+an1) x1 + (a12+a22+…+an2) x2 + … + (a1п+a2п+…+aпn) xn ≥ х1+х2+…+хп.

Нетрудно видеть, что в скобках стоят суммы элементов матрицы А по ее столбцам от первого до последнего, которые по условию равны единице. Следовательно, получаем неравенство

x1 + x2 + … + xn ≥ х1 + х2 +…+ хп, 

что возможно только при выполнении равенства.
Таким образом, каждое из условий (3) является равенством, а их совокупность имеет вид:
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                                     (4)

Введем вектор Х, каждая компонента которого равна бюджету соответствующей страны, тогда систему уравнений (4) можно записать в матричном виде

АХ = Х   или    (А – Еп)Х = (, где ( = 
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Пример 2. 

Структурная матрица торговли трех стран имеет вид:
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Найти бюджеты первой и второй стран, удовлетворяющие сбалансированной бездефицитной торговле, если бюджет третьей страны равен 1100 усл. ед.

1. Найдем матрицу А – Еп
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2. Решим методом Гаусса систему уравнений 
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Получим, что 
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3. Положив х3 = 1100, найдем, х1 = 1000,      х2 = 4500, то есть бюджеты первой и второй стран, удовлетворяющие сбалансированной бездефицитной торговле, соответственно равны 1000 и 4500 у.е. 

Лекция по теме «Эластичность функции»

Эластичность функции

В экономике часто используют понятие относительного изменения величины. Пусть величина y функционально зависит от величины x, т.е. у = f(x). Изменение (x независимой переменной x приводит к изменению (y зависимой переменной y в силу их функциональной связи. Для измерения чувствительности переменной y к изменениям переменной x можно использовать производную
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которая характеризует скорость изменения функции y с изменением аргумента.
В экономических исследованиях этот показатель неудобен тем, что он зависит от выбранных единиц измерения. Например, рассмотрим функцию спроса на сахар (Q) от его цены (P). Значение производной функции спроса при каждой цене Р (в рублях)  [image: image431.png]£2
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  зависит от единиц измерения спроса Q (в килограммах или центнерах). Значение производной 
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 (кг/руб. или ц/руб.) при одном и том же значении цены будет различным в зависимости от единиц измерения величины спроса Q.

Поэтому в экономике чувствительность изменения функции к изменению аргумента определяют не через  абсолютные изменения  переменных ((х и (у), а через их относительные  (процентные) изменения.

Эластичностью функции y = f(x) называется предел отношения относительного изменения функции y к относительному изменению аргумента x.
Обозначим эластичность изменения  функции у при изменении аргумента х как   Ex(y)  и, используя определение производной,  получим выражение для эластичности:
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Эластичность Ex(y) функции приближенно равна относительному изменению функции, вызванному одной единицей относительного изменения аргумента.

Эластичность функции можно определить также и через ее предельное и среднее значения.

Предельное значение  функции y = f(x) алгебраически определяется как первая производная от этой функции по независимой переменной:

Mf(x) = f'(x)=y’x.

Среднее значение функции y = f(x) определяется как отношение функции (суммарной величины) к независимой переменной:
Af(x) = f(x)/x = y’x/x.

Эластичность функции приближенно равна отношению ее предельного значения к среднему значению:   
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где Mf – предельное  значение функции  f в точке x;
      Af – среднее значение функции f в точке x.

В экономических задачах эластичность Ex(y) функции y по аргументу x приближенно показывает, на сколько % изменится значение функции y при изменении аргумента x на 1%.
Если 0 ( (Ex(y)( ( 1, то функцию y называют неэластичной по переменной x (совершенно неэластичной при (Ex(y)( =0).

Если (Ex(y)( >1, то функцию y называют эластичной по переменной x (совершенно эластичной при (Ex(y)( (().

Если (Ex(y)( =1, то функцию y называют функцией с единичной эластичностью.
Поскольку 
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, эластичность можно представить в форме логарифмической производной:
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Свойства эластичности

1. Эластичность - безразмерная величина, значение которой не зависит от того, в каких единицах измерены величины x и f:   
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где a и b - произвольные числа, отличные от нуля.

2. Эластичности взаимно обратных функций – взаимно обратные величины.
Пусть существует функция  
[image: image172.wmf])
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- функция обратная к 
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[image: image175.wmf]
3. Эластичность произведения двух функций f(x)(0  и g(x)(0, определенных в некоторой окрестности точки х (0, равна сумме их эластичностей:
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4. Эластичность частного двух функций f(x)(0  и g(x)(0, определенных в некоторой окрестности точки х (0, равна разности эластичностей:
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5.Эластичность  суммы двух функций f(x)(0  и g(x)(0, определенных в некоторой окрестности точки х (0,  вычисляется по формуле: 
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Эластичность спроса по цене
Рассмотрим функцию спроса 
[image: image179.wmf])
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, где p – цена товара, Q – спрос на него. Пусть функция 
[image: image180.wmf])
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 имеет конечную производную во всей области определения. Тогда эластичность спроса по цене можно вычислить следующим образом:

[image: image181.wmf]p

p

D

p

D

Q

p

dp

dQ

p

dp

q

dQ

Q

p

E

p

×

=

×

=

×

=

=

)

(

)

(

'

)

(

)

(

h

.

Поскольку функция 
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считается монотонно убывающей, 
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 по всей области определения, следовательно эластичность спроса по цене всегда отрицательна: 
[image: image184.wmf]0
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Эластичность 
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характеризует относительное (в %) изменение спроса на продукцию при  изменении  цены на эту продукцию на 1 %.

Если 
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>1, то спрос на данный товар называют эластичным по цене (совершенно эластичным при ((p)(().
Если 
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, то спрос называют неэластичным (совершенно неэластичным при ((p) = 0). Если 
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, то говорят о спросе с единичной эластичностью.

Эластичность выручки по цене
Предположим, что зависимость спроса на товар от его цены задана функцией спроса Q=D(p) и что товар на рынке предлагается монополистом, назначающим цену. Тогда выручка монополиста от продажи товара в количестве, равном спросу, будет представлять собой функцию от цены:
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Согласно свойствам эластичности, эластичность выручки по цене равна:
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при условии, что D(p)(0 и p(0.

Лекция по теме «Модель потребительского выбора»
Функции полезности

Предположим, что потребитель располагает доходом I, который он полностью тратит на приобретение товаров, т.е. I – это расход потребителя. С учетом существующих цен, дохода и своих предпочтений потребитель приобретает определенное количество товаров. Математическая модель его поведения на рынке называется моделью потребительского выбора.

Пусть потребительский набор состоит из п товаров Х1, Х2, ...,Хп т.е. представляет собой вектор 
[image: image191.wmf]x

= (х1, х2, …, хп), где хi – количество единиц i товара, приобретаемого потребителем, а вектор 
[image: image192.wmf]p

 = (р1, р2, …, рп) вектор цен на набор этих товаров.

Множество наборов товаров стоимостью не более I при заданных ценах 
[image: image193.wmf]p

 называется бюджетным множеством, которое описывается условием

р1х1 + р2х2 + ... + рпхп ( I, где xi > 0.

На множестве всех векторов х определена функция и{х\, х2, хп), называемая функцией полезности потребителя.

Значение этой функции для конкретного вектора х называется оценкой потребителя (уровнем удовлетворения) для данного набора. Если для потребителя набор (х1, х2, ..., хn) предпочтительнее набора (у1, у2,…, уп), то и(
[image: image194.wmf]x

) > и(
[image: image195.wmf]y

).

Чувствительность набора товаров (х1, х2, ..., хn) к незначительным изменениям переменной х, при фиксированном (неизменном) значении других переменных называется предельной полезностью i-го товара.

Определение. Первые частные производные функции полезности называют предельными полезностями продуктов. 
Теорема 1. свойства функции полезности

Пусть функция и(х1, х2, ..., хn) дифференцируема по каждой своей переменной, тогда верны следующие утверждения.

1.
Функция полезности имеет положительные частные производные:
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т.е. возрастание потребления одного продукта при неизменном потреблении других продуктов ведет к росту потребительской оценки.

2.
Вторые частные производные функции полезности отрицательны:
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т.е. предельная полезность любого продукта уменьшается с ростом его потребления. 

3. Смешанная частная производная функции полезности положительна:
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т.е. предельная полезность любого продукта увеличивается с ростом потребления другого продукта.

Виды функций полезности:

· неоклассическая: 
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· неоклассическая мультипликативная функция общего вида:
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логарифмическая функция:
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Линии безразличия

Будем рассматривать далее частный случай набора для двух товаров.

Определение. Линия, соединяющая потребительские наборы (х1, х2) с одинаковым значением функции полезности и, называется линией безразличия. Уравнение линии безразличия имеет вид:
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Множество линий безразличия называется картой линий безразличия. 
Свойства линий безразличия.

1.
Линии безразличия для разных уровней удовлетворения потребностей потребителя не касаются и не пересекаются. Чем выше и правее расположена линия безразличия, тем большей потребительской оценке полезности она соответствует.

2. Линии безразличия уровня и убывают (являются нисходящими).

3. [image: image433.wmf]n

r

Линии безразличия строго выпуклы к началу координат.

Рассмотрим ситуацию, когда потребитель уменьшает потребление первого товара на (x1 единиц, заменяя их на (х2 единиц второго товара. При этом уровень полезности набора и(х1, х2) должен остаться неизменным:
Описанная ситуация представляет собой перемещение вдоль линии уровня и(х1, х2) из точки В в точку А. Поскольку функция и(х1, х2) является убывающей, то для точек А и В приращения (x1 и (x2 имеют разные знаки: (x1 > 0, а (x2 < 0.
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Определение. Предельной нормой замещения x1  единиц первого товара на

х2 единиц второго товара в точке А (х1, х2) называется предел отношения 
[image: image203.wmf]1
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, когда т. В стремится к т. А, оставаясь на одной линии уровня и.

Теорема 2. Предельная норма замещения (x1 единиц первого товара на (x2 второго товара приближенно равна отношению предельных полезностей этих товаров:
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Отношение 
[image: image205.wmf]1
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показывает, на сколько потребитель должен увеличить (уменьшить) потребление второго товара, если он уменьшил (увеличил) потребление первого на одну единицу без изменения уровня удовлетворения своих потребностей.

Формулировка задача потребительского выбора

Задача потребительского выбора (рационального поведения потребителя на рынке) состоит в выборе такого набора (xi*, х2*) из двух товаров Х1 и Х2, который максимизирует функцию полезности при заданном бюджетном ограничении I.

Обозначим р1 и р2 рыночные цены единицы первого и второго товаров соответственно, I – доход потребителя, который он тратит на приобретение этих товаров. Тогда бюджетное ограничение (денежные расходы не могут превышать денежного дохода) будет иметь вид:

p1x1 + р2х2 < I,

а задача потребительского выбора может быть сформулирована следующим образом:

и(х1, х2) ( max, 
при условиях: р1x1 + р2x2 < I,  х1 ( 0; х2 ( 0.

Множество наборов товаров (х1, х2) (допустимое множество решений) представляет собой треугольник, ограниченный осями координат и бюджетной

прямой проходящей через точки с координатами (0, I/p2) и (I/p1,0).
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Рис. 3
На этом множестве необходимо найти точку, принадлежащую линии безразличия с максимальным уровнем оценки полезности потребителя. Геометрически поиск такой точки представляет собой последовательный переход на линии все более высокого уровня полезности (вправо-вверх) до тех пор, пока эти линии имеют об​щие точки с допустимым множеством решений.
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Рис. 4
Набор (х1*, х2*), являющийся оптимальным решением задачи потребительского выбора, называется локальным рыночным равновесием потребителя. Этот набор (х1*, х2*), максимизирующий функцию полезности, должен обращать бюджетное ограничение в равенство:

р1х1* + р2х2* = I,
т.е. решение (х1*, х2*) задачи потребительского выбора должно лежать на бюджетной прямой.

Таким образом, задачу потребительского выбора можно заменить аналогичной задачей на условный экстремум:    и(х1, х2) ( max,   при условии:

p1xl + p2x2 = I,    х1 ( 0; х2 ( 0.
Метод множителей Лагранжа

Пусть требуется найти максимум  функции 
[image: image208.wmf])
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, при наличии дополнительных ограничений, имеющих вид:
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т.е. система ограничений содержит только уравнения. 


Для решения этой задачи можно использовать классический метод поиска условного (при наличии ограничений на переменные) экстремума функции нескольких переменных.


Предположим, что функция f и функции gi , а также их частные производные непрерывны.


Составим функцию Лагранжа:
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определим ее частные производные и приравняем их к нулю:
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Здесь числа ti – множители Лагранжа.

Решив систему уравнений, можно получить множество точек, в которых целевая функция имеет экстремумы. Определить условный экстремум можно, вычислив значение функции в этих точках.

Решение задачи потребительского выбора

Применим для решения задачи на условный экстремум метод множителей Лагранжа. Составим функцию Лагранжа:
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Найдем первые частные производные этой функции по переменным х1, х2 и t и приравняем их нулю:
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Исключив из данной системы уравнений неизвестную t, получим систему из двух уравнений с двумя неизвестными:
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Решение (х1*, х2*) этой системы ищется из равенства:
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означающего, что в точке локального рыночного равновесия (х1*, х2*) отношение предельных полезностей 
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 товаров равно отношению рыночных цен р1 и р2 на эти товары.

Поскольку отношение 
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равно предельной норме замены первого

продукта вторым в точке (х1*, х2*), из последнего равенства следует, что предельная норма замены товаров равна отношению рыночных цен на товары.

Координаты x1* и х2* решения задачи потребительского выбора являются функциями параметров р1, р2 и I. 
Модель Стоуна

Решение задачи потребительского выбора х* = (х*1, х*2, ..., х*п) называют точкой спроса. Если считать переменными доход потребителя I и цены на товары, то функцию спроса на товар с номером i можно записать следующим образом:

Q = Di(p1, ..., pn, I),

где 1 ( i ( n, pj – цена товара с номером j, 1 ( j ( п.

Из экономического смысла следует, что все переменные неотрицательны.

Рассмотрим функцию спроса для неоклассической мультипликативной функции полезности потребителя, называемой функцией Ричарда Стоуна:
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где (i –характеризуют относительную ценность продуктов потребления.

аi – минимально необходимое количество i-гo продукта, которое приобретается в любом случае и не является предметом выбора, то есть набор 
[image: image220.wmf]a

= (а1, а2, …, ап) рассматривают как минимальную корзину потребления;

Для потребления минимального набора необходимо, чтобы доход I был
больше его стоимости, т.е.
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Добавив к функции Стоуна бюджетные ограничения    
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, получим задачу потребительского выбора, называемую моделью Стоуна. Решением этой задачи методом Лагранжа является функция спроса:
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Эту функцию можно описать следующим образом:

1) вначале приобретается минимальное количество каждого продукта аi;

2) затем рассчитывается сумма оставшихся денег;

3) эта сумма распределяется пропорционально весам важности (i;

4) поделив распределенные на приобретение каждого товара суммы денег на цену pi получаем приобретаемое сверх минимума (дополнительно) количество i-го продукта, которое добавляется к ai.
Уравнение Слуцкого

Если надо охарактеризовать такие свойства товаров, как их взаимозаменяемость и взаимодополняемость, используют перекрестные функции спроса от цен. 
Определение. Если цена на товар i растет, а спрос на него снижается с одновременным ростом спроса на товар j, то эти товары взаимозаменяемы. 
Определение. Если цена на товар i растет, а спрос на него снижается с одновременным снижением спроса на товар j, то эти товары взаимодополняемы. 
Взаимозаменяемость товаров может быть искажена общим снижением благосостояния потребителя при росте цены i-го продукта: j-ый продукт может заменить i-ый в потреблении, но спрос на него может и не расти в связи со снижением благосостояния потребителя. Чтобы снять это искажение, используют понятие компенсированного изменения цены (обозначается индексом comp), то есть такого, которое сопровождается увеличением дохода потребителя, позволяющим ему поддерживать прежний уровень благосостояния.
Теорема. Продукты i и j являются взаимозаменяемыми, если
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а взаимодополняемыми, если
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Для связи действия эффекта замены и эффекта дохода с результирующим изменением спроса на товар Е.Е. Слуцкий в 1915 году опубликовал следующее уравнение, названное его именем:
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Первый член в правой части уравнения описывает влияние эффекта замены, а второй - влияние эффекта дохода в тех же единицах измерения (множитель xj приводит их к одной размерности). В левой части записано результирующее воздействие на спрос, состоящее из изменения структуры спроса и его общего изменения, при изменении уровня реального дохода.

Лекция по теме «Методы и модели 
математического программирования. Графический метод
решения задач линейного программирования»
Математическая модель задачи линейного программирования

Линейное программирование – это раздел математического программирования, который изучает задачи поиска экстремума линейной функции нескольких переменных, допустимые значения которых определяются из условий, имеющих вид линейных уравнений или неравенств.

Рассмотрим решение задачи линейного программирования на примере конкретной экономической ситуации – задачи об использовании сырья.

Предприятие производит два вида изделий: А и В, на каждое из которых расходуется сырье трех видов S1, S2  и S3. На производство одного изделия вида А тратится 3 кг сырья S1, 4 кг сырья S2 и 5 кг сырья S3. На производство одного изделия вида В необходимо затратить 10 кг сырья S1, 5 кг сырья S2 и 1 кг сырья S3. Предприятие обеспечено сырьем S1 в количестве 1500 кг, сырьем S2 в количестве 875 кг, сырьем S3 в количестве 700 кг. Прибыль от реализации одного изделия А составляет 110 руб., а одного изделия В – 60 руб.

Необходимо разработать такой план выпуска изделий А и В, который позволил бы предприятию получить максимальную прибыль.
Обозначим запланированное количество выпускаемых изделий А переменной x1 (штук), а изделий В – x2 (штук). Для производства одного изделия А требуется 3 кг сырья S1, значит, для изготовления x1 штук изделий потребуется 3x1 кг. Аналогично, для изготовления x2 штук изделий В потребуется 10x2 кг сырья S1. 

Количество затрачиваемого на все изделия А и В сырья S1 не должно превышать его запасов:

3x1 + 10x2 ( 1500.

Неравенство (а не точное равенство) означает, что запасы сырья S1 могут использоваться не полностью.

Аналогичные неравенства можно записать для  сырья S2  и S3:

4x1 + 5x2 ( 875,

5x1  +  x2 ( 700.

Количество изделий не может быть отрицательным:

x1 ( 0, x2 ( 0.

Прибыль от реализации x1 штук изделий А и x2 штук изделий В составит 110x1 и 60x2 руб. соответственно. Сумма прибыли xпр составит

xпр = 110x1 + 60x2.

Для расчета наибольшей прибыли необходимо найти максимум функции двух переменных xпр. Значит, математическая модель данной задачи имеет вид:
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 – система ограничений;

x1 ( 0, x2 ( 0  – условие неотрицательности переменных;

xпр = 110 x1 + 60x2 ( max  – целевая функция.

Среди множества возможных решений данной системы неравенств необходимо выбрать такие неотрицательные решения, при которых целевая функция достигает наибольшего значения. Решить рассмотренную задачу можно с использованием методов линейного программирования.

В общем случае математическая модель задачи линейного программирования  имеет следующий вид:

1) известна система ограничений (линейных уравнений и неравенств):
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2) задано условие неотрицательности переменных:  
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3) известна линейная целевая функция:  
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Решить задачу линейного программирования – значит найти среди множества решений системы ограничений такие неотрицательные решения, при которых целевая функция достигает экстремума (минимума или максимума).

Любое неотрицательное решение системы ограничений называется допустимым решением.

Допустимое решение, при котором целевая функция достигает экстремального значения, называется оптимальным решением.

Таким образом, решить задачу линейного программирования – значит найти ее оптимальное решение.

Алгоритм графического метода 
решения задачи линейного программирования

Существует несколько методов решения задач линейного программирования. Наиболее простым из них является графический метод, однако он применяется только тогда, когда система ограничений и целевая функция зависят только от двух переменных. 

Приведем алгоритм решения задачи линейного программирования графическим методом.

1. Построить область решений системы ограничений.

2. Учесть условия неотрицательности переменных.

3. Построить линию уровня и ее вектор нормали.

Линия уровня – это линия, вдоль которой значение целевой функции остается постоянным, то есть не меняется.

Вектор нормали прямой – это вектор перпендикулярный данной прямой.

4. Определить точку минимума (максимума) и вычислить ее координаты.

5. Найти экстремальное значение целевой функции.

Рассмотрим этот алгоритм подробнее на примерах.

Примеры решения задач линейного программирования 
графическим методом

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значение целевой функции x0 = 5x1 + 2x2

при следующий ограничениях:
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1. Сначала построим область решений системы ограничений. Для этого возьмем первое неравенство  
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заменим в нем знак неравенства на знак равенства и построим прямую 

АВ:   
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Найдем две точки, через которые проходит эта прямая:

	х1
	0
	–2

	х2
	3
	0


Прямая АВ разбивает плоскость на две полуплоскости, а координаты точек, лежащих на этой прямой, обращают неравенство в равенство. Возьмем произвольную точку одной из полуплоскостей, например, точку О(0; 0) (рис. 1) и подставим ее координаты в первое неравенство. Имеем: 
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Полученное утверждение является верным, следовательно, координаты точки О удовлетворяют неравенству, то есть эта точка является решением неравенства. Можно утверждать, что все точки, расположенные в данной полуплоскости, также будут удовлетворять данному неравенству, а координаты точек второй полуплоскости не будут являться решением рассматриваемого неравенства. 

Полуплоскость решений отметим на рисунке стрелками.

Аналогичным образом построим полуплоскости решений второго и третьего неравенств.

Для второго неравенства получим:

CD: 
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	х1
	0
	10

	х2
	7,5
	0
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Для третьего неравенства

EF: 
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	х1
	0
	15

	х2
	20
	0
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Областью решений системы ограничений в данном примере является множество точек, лежащих на сторонах и внутри треугольника KLM (рис. 1).

2. Рассмотрим условия неотрицательности переменных. 

Неравенство x1 ( 0 определяет правую полуплоскость, а неравенство x2 ( 0 – верхнюю полуплоскость координатной плоскости x1Оx2. Два эти неравенства совместно определяют первую (положительную) четверть координатной плоскости.

В данном примере часть треугольника решений KLM, расположенная ниже оси Оx1, не удовлетворяет условию неотрицательности переменных. Поэтому областью допустимых решений будет являться  множество точек, лежащих на сторонах и внутри четырехугольника KLNP (рис. 2).
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[image: image437.bmp]
3. Построим линию уровня – линию, соответствующую некоторому постоянному значению целевой функции. Предположим, что x0 = 0, то есть 

x0 = 5x1 + 2x2 = 0.

Графиком этого уравнения является прямая RS, проходящая через точки 

	х1
	0
	–2

	х2
	0
	5


Построим вектор нормали 
[image: image244.wmf]n

r

, перпендикулярный линии уровня. Из аналитической геометрии известно, что если прямая задана уравнением 

ax + by + c = 0,

то координаты вектора нормали будут иметь вид (a; b). Значит, в нашем примере вектор 
[image: image245.wmf]n
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 имеет координаты (5,2).

Увеличим значение целевой функции. Положим теперь x0 = 10 и построим новую линию уровня.
R1S1:    5x1 +2x2 = 10.

Прямая R1S1 параллельная прямой RS и перемещена в направлении вектора нормали 
[image: image246.wmf]n
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. Значение целевой функции для линии уровня R1S1 больше, чем для линии уровня RS (рис. 2). Следовательно, при перемещении линии уровня параллельно самой себе в направлении вектора нормали 
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 значение целевой функции будет возрастать.

Таким образом, вектор нормали 
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 определяет направление, вдоль которого значение целевой функции х0 будет возрастать.
4. Первой точкой, принадлежащей и линии уровня, и области допустимых решений, будет точка K. В этой точке целевая функция примет наименьшее значение. При дальнейшем перемещении линии уровня в направлении вектора 
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 значение целевой функции будет возрастать. Наибольшее значение целевая функция примет тогда, когда линия уровня будет проходить через точку N.  Если и дальше перемещать линию уровня, то значение целевой функции будет расти, однако на линии уровня уже не будет точек, принадлежащих области допустимых решений системы ограничений.

Найдем координаты точек K – точки минимума и N – точки максимума  аналитически. Для этого решим соответствующие системы уравнений. Точка К лежит на пересечении прямых АВ и СD, значит ее координаты удовлетворяют системе:
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Таким образом, точка K имеет координаты (2; 6). Вычислим наименьшее значение целевой функции, подставив в нее вместо переменных координаты токи К:

x0min = 5(2 + 2(6 = 22.


5. Аналогично, координаты точки N удовлетворяют системе: 
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Значит, координаты точки N (15; 0), а наибольшее значение целевой функции:

x0max = 5(15 +2(0 =75.

Пример 2. Найти экстремумы функции x0 = –x1 + 2x2  при ограничениях
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Построим область допустимых решений системы ограничений. 
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АВ: х1–х2 = –4;   АЕ: 3х1+х2 = 12;   ЕD: 2х1+3х2 = 15;  DC: 2х1–х2 = 11;  BC: х1 + х2 = 16
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	6
	
	х1
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	12


Максимальное значение целевая функция принимает в точке В (рис. 3), а минимальное значение – в точке D.

Альтернативный оптимум и его геометрическая интерпретация


Пример 3. Рассмотрим систему ограничений из примера 2, а целевую функцию – другую:

x0 = –2x1 + 2x2.


В данном примере минимум целевой функции достигается в одной точке D (рис. 4), а максимум – в бесконечном множестве точек, расположенных на отрезке AB. Такая ситуация возникает в тех случаях, когда линия уровня параллельна стороне AB.

Если задача линейного программирования имеет бесконечно много оптимальных решений, то такой случай называется альтернативным оптимумом.




Таким образом, если оптимальное решение задачи линейного программирования существует, то оно достигается хотя бы в одной из вершин области допустимых решений.

Лекция по теме «Симплексный метод
решения задач линейного программирования»
Каноническая форма математической модели задачи
линейного программирования

Симплексный метод – это универсальный аналитический метод решения задач линейного программирования. Он состоит в переходе от одного опорного решения к другому, причем не к любому, а к наилучшему решению, в котором значение целевой функции становится больше, чем в предыдущем решении.


При решении задач линейного программирования симплекс-методом математическую модель задачи необходимо представить в канонической форме. 

Канонической формой называется такая математическая модель задачи линейного программирования, в которой система ограничений состоит только из уравнений, а целевую функцию требуется максимизировать.

Рассмотрим следующую задачу:

x0 = 4x1 + 5x2    (max);
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Представим математическую модель задачи линейного программирования в канонической форме.


Рассмотрим первое неравенство:
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Левая часть неравенства меньше его правой части на некоторую неотрицательную величину. Обозначим эту величину x3. Тогда
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EMBED Equation.3[image: image257.wmf])
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Аналогично представим в виде уравнения второе неравенство, предварительно умножив его на –1:
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Введя новую переменную x4, получим 
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В результате составим каноническую форму задачи:

x0 = 4x1 +5x2    (max);
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Переменная называется  базисной, если она входит только в одно уравнение системы с коэффициентом, равным единице, и не входит в другие уравнения. Переменные системы, которые не являются базисными, называются свободными.


Базисным решением называется решение, полученное путем приравнивания свободных переменных нулю и нахождения значений базисных переменных. Первое базисное решение задачи называют исходным базисным решением.

Опорным решением (опорным планом) называется любое неотрицательное базисное решение системы ограничений задачи линейного программирования, заданной в канонической форме.


Полученная система уравнений разрешена относительно новых переменных x3 и x4, то есть эти переменные являются базисными, а переменные x1 и x2 – свободными.


Исходное базисное решение x1 = 0, x2 = 0, x3 =15, x4 = 12, x0 = 0 является опорным, поскольку значения базисных переменных в нем неотрицательны.

Алгоритм симплексного метода решения
задачи линейного программирования


Рассмотрим применение симплексного метода на примере решения конкретной задачи линейного программирования:
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x0 = –3x1 + 5x2    (max).

Перейдем к канонической форме данной модели:
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Данная система разрешена относительно новых переменных x3, x4 и x5, которые будут базисными, а переменные x1 и x2 – свободными.

Первое базисное решение 

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 6, x4 = 150, x5 = 20

является опорным, поскольку значения базисных переменных неотрицательны. 

Целевую функцию при использовании симплекс-метода обычно записывают в неявном виде:

x0 + 3x1 – 5x2 = 0   (max).

Значение целевой функции x0 в первом опорном решении равно нулю (x0 = 0).

Для решения задачи составим симплексную таблицу:

	Базисные переменные
	Значения базисных переменных
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x0
	0
	3
	-5
	0
	0
	0

	x3
	6
	1
	-3
	1
	0
	0

	x4
	150
	3
	10
	0
	1
	0

	x5
	20
	-4
	5
	0
	0
	1


В первой строке таблицы, называемой ноль-строкой, записана целевая функция, заданная в виде уравнения. Это уравнение разрешено относительно x0  выражается через свободные переменные x1 и x2, поэтому x0 можно рассматривать как базисную переменную.

Выполним преобразование однократного замещения. Преобразованием однократного замещения называется преобразование, в результате которого одна переменная из свободных переходит в базисные, а на ее место одна переменная из базисных переходит в свободные.

При выполнении преобразования будем добиваться соблюдения 2 условий: 

а) новое базисное решение снова должно получиться опорным; 

б) значение целевой функции x0 в новом опорном решении должно стать больше, чем в прежнем.

Сначала решим вопрос о том, какую свободную переменную (x1 или x2), лучше перевести в базисные. Для этого  используем следующие правила.


1. Если у свободной переменной в ноль-строке стоит положительный коэффициент, то эту переменную переводить в базисные нецелесообразно.

2. В базисные переменные целесообразно переводить ту переменную, у которой в ноль-строке стоит отрицательный коэффициент.


Исходя из этих правил,  можно сформулировать правило выбора разрешающего столбца:  в качестве разрешающего столбца необходимо выбирать тот, у которого в ноль-строке стоит отрицательный коэффициент, а среди остальных элементов этого столбца есть хотя бы один положительный.


Согласно этому правилу,  переведем в базисные переменную x2 (выберем столбец x2 в качестве разрешающего).

Теперь определим, какую из базисных переменных (x3, x4  или x5) можно перевести в свободные, получив при этом опорное решение.

Для этого  используем правило выбора разрешающей строки:  в качестве разрешающей строки  необходимо выбирать ту, у которой отношение значения базисной переменной к соответствующему положительному элементу выбранного разрешающего столбца наименьшее.

У базисной переменной x3 = 6 в разрешающем столбце находится отрицательный элемент (-3), поэтому  строка x3 не может стать разрешающей. 

У базисной переменной x4 = 150  в разрешающем столбце стоит положительное число (10), поэтому ее можно сделать разрешающей. Вычислим отношение значения базисной переменной x4 к элементу разрешающего столбца: 150:10 = 15.

У базисной переменной x5 = 20  в разрешающем столбце находится положительный элемент (5), поэтому ее также можно сделать разрешающей. Вычислим отношение значения базисной переменной x5 к элементу разрешающего столбца: 20:5 = 4. Это отношение у переменной x5 меньше, чем у переменной x4. Поэтому, согласно правилу выбора разрешающей строки,  переведем в свободные переменную x5 (выберем строку x5 в качестве разрешающей).

На пересечении разрешающей строки и разрешающего столбца находится разрешающий элемент (5). С его помощью выполним симплексное преобразование. Симплексное преобразование – это преобразование однократного замещения, приводящее к новому опорному решению, в котором значение целевой функции становится больше. 
Решим с помощью симплексных преобразований нашу задачу.

	Базисные 

переменные
	Значения базисных переменных
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x0
	0
	3
	-5
	0
	0
	0

	x3
	6
	1
	-3
	1
	0
	0

	x4
	150
	3
	10
	0
	1
	0

	x5
	20
	-4
	5
	0
	0
	1

	x0
	20
	-1
	0
	0
	0
	1

	x3
	18
	-7/5
	0
	1
	0
	3/5

	x4
	110
	11
	0
	0
	1
	-2

	x2
	4
	-4/5
	1
	0
	0
	1/5


В новой таблице элементы разрешающей строки (обозначенной теперь x2) получают путем деления каждого элемента разрешающей строки исходной таблицы на разрешающий элемент: –4/5; 5/5 = 1; 0/5 = 0; 0/5 = 0; 1/5.

Все элементы столбцов x2, x3, и x4 новой таблицы, кроме элементов, расположенных в клетках x2x2 = 1 , x3x3 = 1 и  x4x4 = 1, будут равны нулю.

Все остальные элементы  получаем по правилу прямоугольника.  

Рассмотрим это правило на примере вычисления элемента x3x1 новой таблицы. Для получения этого элемента возьмем элемент x3x1 (1) исходной таблицы, умножим его на разрешающий элемент (5) (эти элементы определяют диагональ прямоугольника) и из полученного произведения вычтем произведение элементов x5x1 (–4) и  x3x2 (–3) , расположенных на другой диагонали образовавшегося прямоугольника. Полученную разность разделим на разрешающий элемент:

x31 = 
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Аналогично найдем другие элементы таблицы:

x0x1 =  
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; x4x1 = 
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Получим новое опорное решение:

x1 = 0,   x2 = 4,   x3 = 18,   x4 = 110,   x5 = 0.

Значение целевой функции в этом решении: 

x0 + 3(0 – 5(4 = 0, x0 = 20.

В ноль-строке есть отрицательный элемент, соответствующий свободной переменной x1, поэтому вновь выполним преобразование однократного замещения. По правилу выбора разрешающего столбца переведем x1 в базисные переменные. Используя правило выбора разрешающей строки, переведем переменную x4 из базисных переменных в свободные. После этого выполним еще одно симплексное преобразование:

	Базисные переменные
	Значения базисных переменных
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x0
	20
	-1
	0
	0
	0
	1

	x3
	18
	-7/5
	0
	1
	0
	3/5

	x4
	110
	11
	0
	0
	1
	-2/5

	x2
	4
	-4/5
	1
	0
	0
	1/5

	x0
	30
	0
	0
	0
	1/11
	9/11

	x3
	32
	0
	0
	1
	7/55
	19/55

	x1
	10
	1
	0
	0
	1/11
	-2/11

	x2
	12
	0
	1
	0
	4/55
	3/55


Получим новое опорное решение:

x1 = 10,   x2 = 12,   x3= 32,   x4 = 0,   x5 = 0.

Значение целевой функции в этом решении

x0 + 3(10 – 5(12 = 0, x0 = 30.
Данное опорное решение является оптимальным, поскольку ни свободную переменную x4, ни свободную переменную x5 переводить в базисные нецелесообразно (в ноль-строке у них стоят положительные коэффициенты). Если выполнить такой перевод, значение целевой функции уменьшится.


Таким образом, если в ноль-строке нет отрицательных элементов, то найденное опорное решение является оптимальным. 


Это утверждение называется критерием оптимальности  решения задачи линейного программирования симплекс-методом.


В нашем примере оптимальное решение задачи:  

x0max = 30, x1 = 10,   x2= 12.

Связь между вершинами области допустимых решений и
опорными решениями задачи линейного программирования

Решим задачу линейного программирования, рассмотренную ранее, графическим методом.
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х0 = –3х1 + 5х2   (max).

Построим область допустимых решений системы ограничений. Она представляет собой многоугольник ОАВСD (рис. 5).

СD: х1 – 3х2 = 6;                          ВС: 3х1 + 10х2 = 150                  АВ: –4х1 + 5х2 = 20.
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	50
	
	х1
	0
	10

	х2
	–2
	0
	
	х2
	12
	0
	
	х2
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	12


Первое опорное решение системы ограничений, заданной в канонической форме


[image: image270.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

+

+

=

+

-

.

20

5

4

,

150

10

3

,

6

3

5

2

1

4

2

1

3

2

1

х

х

х

х

х

х

х

х

х


имеет вид х1 = х2 = 0, х3 = 6, х4 = 150, х5 = 20. Этому опорному решению в области допустимых решений соответствует точка О с координатами х1 = 0, х2 = 0.


После симплекс-преобразования мы получили второе опорное решение системы ограничений х1 = х5 = 0, х2 = 4, х3 = 18, х4 = 110. Этому опорному решению в области допустимых решений соответствует точка А с координатами х1 = 0, х2 = 4. Аналогично, третьему опорному решению х1 = 10, х2 = 12, х3 = 32, х4 = х5 = 0 в области допустимых решений соответствует точка В с координатами х1 = 10, х2 = 12 и т.д.

Таким образом, каждому опорному решению системы ограничений соответствует одна из вершин многоугольника ОАВСD области допустимых решений. Верно и обратное: каждой вершине многоугольника ОАВСD области допустимых решений соответствует опорное решение системы ограничений.

Так как оптимальное решение задачи линейного программирования (если оно существует) достигается в одной из вершин области допустимых решений, то можно сказать, что если оптимальное решение задачи линейного программирования существует, то оно совпадает, по крайней мере, с одним из опорных решений. Это утверждение называют фундаментальной теоремой линейного программирования.
Лекция по теме
«Двойственные задачи линейного программирования»
Понятие о двойственных задачах линейного программирования

В первой лекции была рассмотрена следующая задача об использовании сырья. Предприятие производит два вида изделий: А и В, на каждое из которых расходуется сырье трех видов S1, S2  и S3. На производство одного изделия вида А тратится 3 кг сырья S1, 4 кг сырья S2 и 5 кг сырья S3. На производство одного изделия вида В необходимо затратить 10 кг сырья S1, 5 кг сырья S2 и 1 кг сырья S3. Предприятие обеспечено сырьем S1 в количестве 1500 кг, сырьем S2 в количестве 875 кг, сырьем S3 в количестве 700 кг. Прибыль от реализации одного изделия А составляет 110 руб., а одного изделия В – 60 руб. 

Необходимо разработать такой план выпуска изделий А и В, который позволил бы предприятию получить максимальную прибыль.


Математическая модель этой задачи (назовем ее задачей 1) имеет вид:
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Предположим, что теперь необходимо решить следующую задачу. Оценим стоимость сырья в зависимости от тех доходов, которые это сырье приносит предприятию при изготовлении изделий видов А и В. В этой задаче нас будет интересовать не стоимость приобретения сырья, а его стоимость с точки зрения того дохода, которое получает предприятие при переработке сырья в изделия А и В. 

Для правильного понимания сущности новой задачи рассмотрим следующую ситуацию.

Некоторая организация собирается приобрести сырье, которое имеется на предприятии-изготовителе изделий А и В. Необходимо определить, по какой цене предприятию выгодно продать данное сырье, а организации – купить его.

Обозначим цены за один килограмм сырья видов S1, S2 и S3  через переменные y1, y2 и y3  рублей соответственно. По условию исходной задачи на одно изделие вида А  расходуется 3 кг сырья S1, 4 кг сырья S2 и 5 кг сырья S3. 

Выручка от реализации этого сырья составит 
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 рублей. Согласно целевой функции прибыль от реализации одного готового изделия вида А  равна 110 рублей. Очевидно, что предприятию будет выгодно продавать сырье только в том случае, если выручка от его реализации будет не меньше той выручки, которую предприятие получит от продажи изделия вида А, то есть:
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Аналогичное неравенство можно записать и для изделий вида В:
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При этом цены за килограмм сырья любого вида не должны быть отрицательными, то есть:

y1 ( 0,  y2 ( 0,  y3 ( 0.

Обозначим общую стоимость всего сырья, которое может приобрести организация y0. Она, согласно условию исходной задачи, будет равна
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Понятно, что организация пытается закупить сырье как можно дешевле, т.е. стремиться минимизировать y0. 

Таким образом, математическая модель новой задачи 2 имеет следующий вид:
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Как и в исходной задаче 1, нам необходимо выбрать среди множества решений системы ограничений такое неотрицательное решение, при котором целевая функция y0 примет наименьшее значение.

Свойства взаимно двойственных задач

Сравним исходную задачу об использовании сырья (задачу 1) и новую задачу об определении относительных цен на сырье (задачу 2) и на основании сравнения сформулируем свойства, по которым из задачи 1 можно получить задачу 2.

1. Коэффициенты при переменной x1 из неравенств задачи 1 становятся коэффициентами при переменных y1 , y2  и  y3  первого неравенства системы в задаче 2, коэффициенты при переменной x2 из  неравенств задачи 1 становятся коэффициентами при переменных y1 , y2  и  y3  второго неравенства системы в задаче 2. 

2. Свободные члены в системе ограничений задачи 1 превращаются в коэффициенты целевой функции задачи 2, а коэффициенты целевой функции из задачи 1 – в свободные члены системы ограничений задачи 2.

3. Знаки неравенства в системах ограничений задачи 1 и задачи 2 – противоположного смысла.

4. Целевая функция x0  в задаче 1 максимизируется, а целевая функция y0 в задаче 2 – минимизируется.

Можно убедиться в том, что если рассматривать задачу 2 в качестве исходной задачи и для нее по приведенным свойствам составить новую задачу, то новая задача совпадет с задачей 1.

Если две задачи линейного программирования связаны описанными выше соотношениями, то их называют взаимно двойственными задачами.

Запишем математические модели взаимно двойственных задач линейного программирования, у которых системы ограничений содержат только неравенства,  в общем виде.

Задача 1.


[image: image278.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

+

+

+

£

+

+

+

£

+

+

+

;

...

.

..........

..........

..........

..........

..........

...

,

...

2

2

1

1

,

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

m

n

mn

m

m

n

n

n

n

с

x

a

x

a

x

a

с

x

a

x

a

x

a

с

x

a

x

a

x

a

      
[image: image279.wmf]0

³

i

x

,     где   
[image: image280.wmf]n

i

,

1

=

;


[image: image281.wmf]n

n

x

b

x

b

x

b

x

+

+

+

=

...

2

2

1

1

0

  (max).


Задача 2. Ее математическую модель составим по правилам, приведенным выше:
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Теорема о минимаксе

Для взаимно двойственных задач существует теорема о минимаксе:

Если одна из взаимно двойственных задач имеет оптимальное решение, то и другая задача имеет оптимальное решение, причем максимальное значение целевой функции x0  равно минимальному значению целевой функции y0.

Из данной теоремы следует, что при решении одной из взаимно двойственных задач фактически решается и другая. При решении одной из задач симплекс-методом решение второй можно найти в ноль-строке последней таблицы, причем значения основных переменных второй задачи находятся в столбцах, соответствующих тем переменным первой задачи, которые в первоначальном опорном решении были базисными.

Для рассмотренных в лекции задач об использовании сырья (задача 1) и об определении относительных цен на сырье (задача 2) с помощью данной теоремы можно сделать вывод, что максимальная прибыль от реализации изделий видов А и В совпадает с минимальной относительной стоимостью сырья.

Лекция по теме «Целочисленное программирование»
Математическая модель задачи целочисленного программирования

Большинство экономических задач носит дискретный, целочисленный характер. Например, нельзя построить 1,5 предприятия или работать на 20,3 станках. Целочисленностью можно пренебречь лишь тогда, когда решается задача о производстве сотен и тысяч изделий. При этом значения переменных в оптимальном плане можно округлить без заметных отклонений от оптимальности плана.

Математическая модель задачи целочисленного программирования совпадает с моделью задачи линейного программирования, но содержит дополнительное требование целочисленности переменных:
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Рассмотрим составление задачи целочисленного программирования на примере конкретной экономической ситуации – задачи об оптимальном раскрое.

Задача об оптимальном раскрое
В цехе имеются заготовки длиной 60 см, из которых изготавливаются два вида изделий – длиной 23 см и длиной 16 см. Изделий первого вида необходимо изготовить не менее 50 штук, а изделий второго вида – не менее 83 штук. Каждую заготовку для получения этих изделий можно разрезать несколькими способами. Требуется каждым способом так раскроить заготовки, чтобы получить необходимое количество изделий каждого вида из наименьшего числа заготовок.

Рассмотрим способы раскроя заготовки длиной 60 см для изготовления изделий нужной длины:

	№
способа
	Количество изделий
	Остаток 

	
	длиной 23 см.
	длиной 16 см.
	

	1
	2
	0
	4

	2
	1
	2
	0

	3
	0
	3
	12


Другие способы раскроя нерациональны. Обозначим переменными x1 количество заготовок, разрезанных первым способом, x2 –  вторым способом, x3 – третьим. Значения этих переменных должны быть неотрицательными и целыми.

Если использовать 3 способа раскроя, то можно получить 
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 изделий длиной 23 см. Этих изделий должно быть не меньше 50 штук, т.е.:
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Аналогично для изделий длиной 16 см получим неравенство:
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Общее число разрезанных заготовок x0 будет равно:
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Таким образом, математическая модель данной задачи имеет вид:
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Одним из наиболее распространенных методов решения задач целочисленного линейного программирования является метод отсечений или метод Гомори. Этот метод имеет геометрическую и аналитическую интерпретации. 

Геометрическая интерпретация метода Гомори

Рассмотрим метод отсечений на примере решения следующей задачи:
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Вначале решим данную задачу геометрическим методом, не учитывая условие целочисленности. Областью допустимых решений будет являться четырехугольник ОАВС (рис. 6), а максимум целевой функции будет достигаться в точке В, координаты которой удовлетворяют системе
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х1 = 4,8;     х2 = 6,6.


Таким образом, точка В имеет координаты (4,8; 6,6), которые не являются целыми. Добавим условие целочисленности координат. Ближайшей к точке В точкой области допустимых решений, имеющей целые координаты является точка D(4; 6). Проведем через нее линию уровня R(S(. Значение целевой функции в точке D равно 

х0 = 500(4 – 100(6 = 1400.

Проведем линию уровня R2S2 через точку Е(4; 5). Прямая R2S2 лежит выше прямой R(S(, ближе к прямой RS, значит значение целевой функции в точке Е будет больше, чем в точке D. Действительно, для точки Е

х0 = 500(4 – 100(5 = 1500.

Таким образом, в точке Е линия уровня ближе всего подходит к своему экстремальному, но не целочисленному значению в точке В, поэтому оптимальным целочисленным решением задачи будет решение х1 = 4, х2 = 5 х0 = 1500.

Аналитическая интерпретация метода Гомори

Решим теперь данную задачу аналитически. Вначале симплексным методом найдем решение задачи без учета условия целочисленности переменных. 

Представим математическую модель задачи в канонической форме и, используя симплексную таблицу, составим оптимальный план:
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	Базисные 

переменные
	Значения базисных        переменных
	x1
	x2
	x3
	x4

	x0
	0
	–500
	100
	0
	0

	x3
	3
	2
	–1
	1
	0

	x4
	12
	-3
	4
	0
	1

	x0
	750
	0
	–150
	250
	0

	x1
	3/2
	1
	–1/2
	1/2
	0

	x4
	33/2
	0
	5/2
	3/2
	1

	x0
	1740
	0
	0
	340
	60

	x1
	24/5
	1
	0
	4/5
	1/5

	x2
	33/5
	0
	1
	3/5
	2/5


Оптимальный план является нецелочисленным: 

x1 = 
[image: image308.wmf]5

24

 = 4,8;    x2 = 
[image: image309.wmf]5

33

 = 6,6;      x0 = 1740.

Теперь построим целочисленный оптимальный план, используя метод отсечений Гомори. Из последней таблицы составим систему уравнений, равносильную исходной системе
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Из системы возьмем уравнение с дробным свободным членом. Чаще всего берут то уравнение, в котором дробная часть свободного члена больше (в нашей задаче – это первое уравнение). Составим дополнительное неравенство, которе называют неравенством Гомори. 

Неравенством Гомори называют неравенство, в которое входят только свободные переменные системы уравнений, коэффициентами при переменных служат дробные части коэффициентов соответствующего уравнения, а свободным членом – дробная часть свободного члена уравнения. Левая часть неравенства всегда должна быть не менее правой. 

В нашей задаче неравенство Гомори, составленное по первому уравнению, будет иметь вид 
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Добавим неравенство Гомори к системе уравнений:
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Умножим последнее неравенство на –5 и решим задачу симплексным методом:
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Перейдем к канонической форме модели:
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Данная система разрешима относительно свободных переменных x1, x2  и x5.

Исходное  базисное решение:   

x3 = 0;   x4 = 0;   x1 = 4,8;   x2 = 6,6;   x3 = –4
не является опорным, поэтому вначале выполним преобразования однократного замещения, подобрав (если возможно) такой разрешающий элемент, который сделает новое базисное решение опорным.

	Базисные переменные
	Значения базисных         переменных
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x0
	1740
	0
	0
	340
	60
	0

	x1
	24/5
	1
	0
	4/5
	1/5
	0

	x2
	33/5
	0
	1
	3/5
	2/5
	0

	x5
	-4
	0
	0
	-4
	-1
	1

	x0
	1500
	0
	0
	100
	0
	300

	x1
	4
	
	
	
	0
	

	x2
	5
	
	
	
	0
	

	x4
	4
	0
	0
	4
	1
	-5


В результате первого преобразования однократного замещения получено опорное (все значения базисных переменных неотрицательны) оптимальное (в ноль-строке нет отрицательных элементов) решение. Оно является целочисленным:

x1 = 4;   x2 = 5; x0 = 1500.

Лекция по теме «Транспортные задачи»
Математическая модель транспортной задачи

Многие практические задачи, являющиеся задачами линейного программирования, можно решить не универсальным симплексным методом, а более простыми методами. К таким задачам относятся, например, транспортные задачи.

Транспортные задачи – это задачи определения плана перевозок груза из заданных пунктов отправления в заданные пункты назначения.

Пусть известны пункты отправления (базы) А1, А2, …, Аm , в которых находится а1, а2, …, аm единиц (тонн) груза соответственно. Будем называть груз а1, а2, …, аm  запасами груза на базах. Этот груз необходимо доставить в пункты назначения (на предприятия) В1, В2, …, Вn в количестве b1, b2, …, bn  тонн соответственно. Груз  b1, b2, …, bn  будем называть потребностями предприятия. Стоимости перевозки одной тонны груза  с базы Аi на предприятие Вj  известны и равны cij.

Требуется спланировать (распределить) перевозки таким образом, чтобы суммарные затраты по перевозкам груза были наименьшими.

Транспортные задачи можно подразделить на два основных типа: открытые и закрытые. 

Транспортная задача является задачей закрытого типа, если общий объем запасов груза на всех базах  равен суммарному объему потребностей предприятий в этом грузе, т.е. ∑ai = ∑bj. Если это условие нарушено, то задача называется задачей открытого типа.

При решении транспортных задач используется распределительный метод. Этот метод состоит в последовательном составлении расчетных таблиц, соответствующих каждому шагу решения и содержащих определенное распределение перевозок. При выполнении перехода от одного распределения перевозок к другому требуется снижать (или по крайней мере не увеличивать) суммарные затраты на перевозки до тех пор, пока не будет найдено оптимальное распределение.

Исходные данные транспортной задачи располагают в распределительной таблице:
	Базы
	Предприятия
	 Запасы

	
	В1
	. . .
	Вj
	. . .
	Вn
	

	А1
	         c11
x11
[image: image315.wmf]
	. . .
	         c1j

x1j
[image: image316.wmf]
	. . .
	         c1n

x1n
[image: image317.wmf]
	a1

	. . .
	. . .
	
	
	. . .
	
	. . .

	Аi
	         сi1

xi1
[image: image318.wmf]
	. . .
	         сij
xij
[image: image319.wmf]
	. . .
	         сin
xin
[image: image320.wmf]
	     ai

	. . .
	   . . .
	
	
	. . .
	
	   . . .

	Аm
	       сm1

xm1
[image: image321.wmf]
	. . .
	        cmj
xmj
[image: image322.wmf]
	. . .
	        cmn
xmn
[image: image323.wmf]
	      am
[image: image324.wmf]

	Потребности
	b1
	. . .
	bj
	. . .
	bn
	∑ai =∑bj


В данной таблице описана задача закрытого типа (∑ai = ∑bj), а предполагаемое количество груза, перевозимое с базы Аi на предприятие Вj, обозначено xij.
Составим математическую модель транспортной задачи. Число переменных xij равно 
[image: image325.wmf]n

m

×

. Эти переменные войдут в m + n уравнений. 

Первые m уравнений (ограничения по запасам) показывают, что сумма всех грузов, вывозимых с каждой базы, должна равняться запасам груза на этой базе. 

Следующие n уравнений (ограничения по потребностям) показывают, что сумма всех грузов, доставляемых на каждое предприятие, должна равняться потребностям этого предприятия.
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Количество перевозимого груза не может быть отрицательным:
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Стоимость перевозки всего груза с базы Аi на предприятие Вj будет равна cij··xij. Общие суммарные затраты на перевозку всех грузов представляют собой целевую функцию данной задачи x0. Эти затраты определяются выражением:


[image: image330.wmf].
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Математическая модель транспортной задачи является моделью задачи линейного программирования: среди множества решений системы ограничений необходимо найти такое неотрицательное решение, при котором целевая функция x0 принимала бы минимальное значение.

Построение исходного опорного плана перевозок
методом минимальной стоимости


Зададим условие транспортной задачи в распределительной таблице:

	Базы
	Предприятия
	Запасы

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	

	А1
	            4
160
	               6

120
	             5
 70
	              7

	350

	А 2
	            8


	               5
	             3

250
	              4
	250

	А 3
	            5


	               6

170
	             7
	              8

230
	400

	Потребности
	160
	290
	320
	230
	1000


Транспортная задача всегда имеет опорные решения, в которых число базисных переменных равно m + n – 1. Составим исходное опорное решение непосредственно в этой таблице.

Клетки, в которых будут записаны значения базисных переменных, называются занятыми. В базисном решении свободные переменные равны нулю, поэтому их значения записываться в соответствующие свободные клетки не будут.

Существует несколько способов составления первоначального плана распределения перевозок. К ним относятся такие методы, как метод минимальной стоимости (метод наименьших затрат) и метод северо-западного угла.

Рассмотрим алгоритм первоначального распределения перевозок (т.е. алгоритм построения исходного опорного решения) по методу минимальной стоимости.

Выберем клетку с наименьшей стоимостью перевозки c23 = 3 (клетка А2, В3). Потребность предприятия В3 равна 320 тонн, а запасы базы А2 – 250 тонн. Перевезем с базы А2 все 250 тонн груза на предприятие В3. Величину этой перевозки запишем в клетку (2; 3).

Теперь запасы на базе А2 полностью исчерпаны, а потребности предприятия В3 удовлетворены не полностью. Будем двигаться по столбцу В3 (при построении плана перевозок из выбранной клетки можно перемещаться только в клетки той же строки или того же столбца) и выберем из оставшихся клетку с наименьшей стоимостью – клетку (1; 3). Перевезем с базы А1 на предприятие В3 недостающие 320 – 250 = 70 тонн груза, удовлетворив потребности предприятия В3 полностью. При этом на базе А1 останется 350 – 70 = 280 тонн груза. 

 
Двигаясь по строке А1 вновь выберем клетку с наименьшей стоимостью – клетку (1; 1). Перевезем из А1 на В1 необходимые 160 тонн груза. 

При этом на базе А1 останется 120 тонн, поэтому, вновь двигаясь по строке выберем клетку с наименьшей стоимостью – клетку (1; 2). Перевезем на В2 оставшиеся на базе А1 120 тонн груза. Потребности удовлетворены не полностью, поэтому двигаемся по столбцу В2, выберем клетку с наименьшей стоимостью (2; 2). Но на базе А2  весь груз уже вывезен, поэтому, двигаясь по столбцу В2 , выберем клетку (3; 2). С базы А3 перевезем на В2 недостающие 170 тонн груза, оставив  на А3 230 тонн. Двигаясь по строке, можно выбрать только клетку (3; 4), поскольку потребности предприятий В1 и В3 удовлетворены полностью. С базы А3 перевезем на В4 необходимые ему 230 тонн груза. 

Таким образом, потребности всех предприятий удовлетворены, а запасы на всех базах исчерпаны. Число занятых клеток в полученном плане равно 6, число базисных переменных должно быть также равно 6 (3 + 4 – 1 = 6). Полученное решение всегда будет опорным, но не обязательно оптимальным с точки зрения минимизации общей стоимости перевозок, которая равна
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Проверка оптимальности опорного распределения перевозок
методом потенциалов

Теорема.  Для того чтобы решение транспортной задачи было оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы существовала система из m + n чисел (i, (j, удовлетворяющих следующим условиям:

1) 
[image: image332.wmf]ij

j

i

c

=

+

b
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 – для занятых клеток,

2) 
[image: image333.wmf]ij

j
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a

 – для свободных клеток.

Числа 
[image: image334.wmf]m
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 называются потенциалами баз, а числа 
[image: image335.wmf]n
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 называются потенциалами предприятий.

Потенциалы находят, решая систему уравнений вида
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состоящую из m + n – 1 (по числу занятых клеток в опорном плане) уравнений с m + n переменными 
[image: image337.wmf]j
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. Поскольку такая система является неопределенной, одной переменной можно дать произвольное значение (обычно берут 
[image: image338.wmf]0
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). После этого находят все остальные переменные.


Определив все потенциалы, выполняют проверку второго условия теоремы: если хотя бы в одной свободной клетке сумма потенциалов больше стоимости перевозки, стоящей в этой клетке, то опорный план не оптимален, и его можно улучшить.

Проверим на оптимальность составленное распределение перевозок (исходный план). Сначала найдем значения потенциалов для занятых клеток.

Для занятой клетки (1; 1) составим уравнение:  
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. Значения потенциалов будем записывать в таблицу:
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Зная значение 
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Зная значение 
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По значению 
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Найдем суммы потенциалов для свободных клеток:
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Запишем полученные суммы в левых нижних углах соответствующих свободных клеток. Поскольку в клетках (1; 4) и (2; 4) суммы потенциалов больше стоимости перевозок, построенный опорный план нельзя считать оптимальным.

Циклы перераспределения перевозок

Если полученное решение транспортной задачи не является оптимальным, переходят к новому, более дешевому опорному распределению. Для этого составляют цикл перераспределения перевозок.

Среди клеток, в которых сумма потенциалов больше стоимости перевозок, выбирают ту, в которой сумма потенциалов превосходит стоимость перевозок на наибольшую величину. В рассматриваемой задаче это клетка (2; 4). Из этой клетки будем шагать по занятым клеткам так, чтобы снова вернуться в нее, причем после каждого шага будем поворачиваться на 90(, меняя направление движения с горизонтали на вертикаль или наоборот.

Построим цикл для клетки (2; 4). Эту клетку пометим знаком “+” и перейдем из нее либо в занятую клетку (2; 3), либо в (3; 4). Например, перейдем в клетку (3; 4) и поставим в ней знак “–“. Из клетки (3; 4) повернемся на 90( и перейдем в занятую клетку (3; 2) и пометим ее знаком “+”. Затем перейдем в клетку (1; 2) и поставим в ней знак “–“.
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Из клетки (1; 2) можно перейти в либо занятую клетку (1; 1), либо в клетку (1; 3). Если перейти в клетку (1; 1), то из нее, повернув на вертикаль, перейти в занятую клетку невозможно. Поэтому переходим в клетку (1; 3) и ставим в ней знак “+”. Затем перейдем в (2; 3) (знак “–“) и в исходную клетку (2; 4). Замкнувшийся цикл обозначен линией из стрелок.

Среди клеток, помеченных знаком “–“, выберем клетку с наименьшей перевозкой: min(120, 250, 230) = 120 и перераспределим эти 120 тонн по построенному циклу. В клетках со знаком “+” прибавим 120 тонн, а из клеток со знаком “–“ – вычтем этот груз. 
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В новом опорном плане клетка (2; 4) стала занятой, а (1; 2) – свободной. Вновь найдем потенциалы и их суммы и проверим полученное опорное решение на оптимальность.

В клетке (3; 1) сумма потенциалов больше стоимости перевозок, поэтому составим для нее цикл перераспределения перевозок. Наименьшей перевозкой в клетках со знаком “–” теперь будет перевозка, равная 110 тонн. Распределим ее по циклу, найдем потенциалы и их суммы и проверим опорное решение на оптимальность:
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Во всех свободных клетках сумма потенциалов не выше стоимости перевозок, следовательно, данное решение является оптимальным, и общая стоимость перевозок будет наименьшей из всех возможных и равной
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Оценим в процентном соотношении во сколько раз оптимальный план перевозок эффективнее исходного. Для этого необходимо вычислить следующий коэффициент эффективности:
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В нашей задаче
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Алгоритм  перехода от открытой транспортной задачи
к ее закрытому типу

Если транспортная задача относится к открытому типу, то ее преобразуют в задачу закрытого типа. 

Например, если объем запасов груза на базах превышает объем потребностей предприятий:
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то для преобразования такой задачи в задачу закрытого типа  вводят дополнительный фиктивный пункт назначения (предприятие) Bn+1, а потребности этого пункта bn+1 вычисляют следующим образом:
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Стоимости перевозок на это фиктивное предприятие принимают равными нулю. 

Если же объем запасов груза на базах ниже объема потребностей предприятий в этом грузе:
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то вводят дополнительную фиктивную базу Аm+1, а запасы на этой базе аm+1 вычисляют следующим образом:
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Стоимости перевозок груза с фиктивной базы считают равными нулю. 

Полученную задачу закрытого типа решают рассмотренным выше  распределительным методом.
Практикум
Практическое занятие по теме
«Понятие о математическом моделировании. 
Математические модели финансовых операций»

План занятия

1. Понятие математической модели и моделирования.

2. Математические модели финансовых операций.

3. Формулы наращения по схеме простых процентов.

4. Формулы наращения по схеме сложных процентов.

5. Понятие эффективной ставки и дисконтирования.

1. Банк обещал своим клиентам годовой рост вклада 30%. Какую сумму может получить человек, вложивший в этот банк 450 тысяч рублей?
2. 1 млн руб. положен 1-го января на месячный депозит под 10% годовых. Какова наращенная сумма, если операция повторяется 3 раза?
3. Кредит для покупки товара на сумму 1млн руб. открыт на 4 года, процентная ставка — 10% годовых, выплаты в конце каждого месяца. Найти размер ежемесячной выплаты по формуле аннуитетных и дифференцированных платежей.

4. Какой величины достигнет долг, равный 1 млн руб. через 3 года при росте по сложной ставке 10% годовых?
5. Годовая ставка сложных процентов равна 8%. Через сколько лет начальная сумма удвоится?
6. Какой величины достигнет долг, равный 1 млн руб. через 3 года при росте по сложной ставке 10% годовых, если проценты начисляются поквартально?

7. Сумма в 5 млн руб. выплачивается  через 5 лет. Необходимо определить ее современную величину при условии, что применяется ставка сложных процентов, равная 12% годовых.
8. Банк выдал в кредит 100 000 руб. под 20 % годовых на 2 года с ежеквартальным погашением. Выяснить, какова будет суммарная переплата, если основная ссуда гасится равными долями, а проценты взимаются с остатка ссуды?

Контрольные вопросы

1. Каковы этапы решения задачи методом моделирования?

2. Какие три способа начисления простых процентов Вы знаете?

3. Чем отличаются аннуитетные платежи от дифференцированных?

4. Что такое эффективная ставка?

5. Дайте определение дисконтирования.

6. Сформулируйте формулы вычисления наращенной суммы при начислении простых и сложных процентов.

Практическое занятие по теме
«Экономические модели линейной алгебры»

План занятия

1. Операции над матрицами, ее определители.

2. Понятие балансовых соотношений. 

3. Линейная модель многоотраслевой экономики В.В. Леонтьева. 
4. Алгоритм решения задачи межотраслевого баланса.

1. В таблице приведены данные об исполнении баланса за отчетный период в усл. ден. ед.:

	Отрасль
	Потребление
	Конечный продукт

	
	Энергетика
	Машиностроение
	

	Производство
	Энергетика
	7
	21
	72

	
	Машиностроение
	12
	15
	123


Вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если конечное потребление энергетической отрасли увеличится вдвое, а машиностроительной сохранится на прежнем уровне.

2. В таблице приведены данные об исполнении баланса за отчетный период в усл. ден. ед.:

	Отрасль
	Потребление
	Конечный продукт

	
	Энергетика
	Машиностроение
	

	Производство
	Энергетика
	100
	160
	240

	
	Машиностроение
	275
	40
	85


Вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если конечное потребление энергетической отрасли увеличится вдвое, а машиностроительной – на 20%. Найти межотраслевые поставки на планируемый период.

3. Имеются следующие данные об исполнении баланса за отчетный период, усл. ден. ед.: 1-я отрасль потребила для собственного производства 30% своей валовой продукции, 2-я – 10%. В валовой продукции 1-й отрасли доля потребления продукции 2-й отрасли равна 40% от общего размера валового выпуска. В валовой продукции 2-й отрасли доля потребления продукции 1-й равна 60% от общего размера валового выпуска. Конечный продукт 1-й отрасли равен 250, 2-й – 80 д.е. Вычислить объем валового выпуска каждой отрасли при условии, что объем конечного продукта первой отрасли должен возрасти на 50 %, 2-й - снизиться на 4%.

4. Имеются следующие данные об исполнении баланса за отчетный период, усл. ден. ед.: 1-я отрасль потребила для собственного производства 0 у.е. своей валовой продукции, 2-я – 80 у.е. 1-й отраслью потреблено продукции 2-й отрасли 25 у.е., а 2-й отраслью – 15 у.е. продукции 1 отрасли. Валовой продукт 1-й отрасли равен 200, 2-й – 150 у.е. Вычислить объем валового выпуска каждой отрасли при условии, что объем конечного продукта первой отрасли должен возрасти на 12 %, 2-й – остаться на прежнем уровне.
5. Экономическая система состоит из трех отраслей. Заданы матрица А прямых затрат и вектор Y конечного продукта. Необходимо: 1) выяснить, является ли матрица А продуктивной; 2) найти матрицу полных затрат; 3) найти вектор валового выпуска Х.
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Контрольные вопросы

1. В чем отличие диагональной матрицы от единичной?

2. По каким формулам вычисляют определители второго и третьего порядков?

3. Что называют минором Мij матрицы А?

4. По какой формуле находят обратную матрицу?

5. Какую матрицу называют продуктивной?

6. Как вычисляются коэффициенты прямых затрат?

7. В чем отличие матрицы полных затрат от матрицы прямых затрат?
8. По какой формуле вычисляют вектор валового выпуска?

9. Как найти размер межотраслевой поставки?

Практическое занятие по теме
по теме «Эластичность функции»

План занятия

1. Кривые спроса и предложения.

2. Паутинообразная модель рынка.

3. Понятие эластичности функции.

4. Основные свойства эластичности функции.

5. Применение эластичности в экономическом анализе.

1. Известны функции спроса D(p), предложения S(p). 
Найти: 
1) равновесную цену и соответствующий объем товара;
2) р5, если дана р1 = 4;
3) исследовать рыночное равновесие на устойчивость.
а) D(p) = 6 – pt, S(p) = 2 +0,5pt-1;
б) D(p) = 10 – 2pt, S(p) = 2 + pt-1;
в) 
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, S(p) = 0,5 + pt-1, р1 = 3.

2. Известна функция спроса на товар. Определить: 1) максимальную цену товара; 2) эластичность спроса по цене; 3) при каких значениях цены спрос на товар эластичен и неэластичен; 4) построить графики функции спроса и эластичности.

а) D(p) = 8 – 2p2;
б) D(p) = 5e-p;

в) D(p) = 6 – 0,2p; 
г) D(p) = 27 – 3p2.

3. Известны функции спроса D(p), предложения S(p) и величина вводимого налога t. Как изменится цена на товар и прибыль производителя после введения налога?
а) 
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в) D(p) = 2 – 3p, S(p) = p2 – 2, t = 0,5.

4. Пусть эластичность спроса по цене равна –3, эластичность предложения по цене равна 2, а вводимый налог t = 0,1. Как изменится цена на товар и прибыль производителя после введения налога?
Контрольные вопросы

1. Кто определяет начальную цену товара (продавец или покупатель)? 

2. В чем отличие абсолютных изменений от относительных?
3. Что называют эластичностью функции?

4. Каков экономический смысл эластичности?
5. Какие функции называют неэластичными? 

6. Какова связь между эластичностью функции и ее предельным значением?

Практическое занятие по теме
по теме «Модель потребительского выбора»

План занятия

1. Понятие и свойства функции полезности.

2. Понятие и свойства линий безразличия.

3. Формулировка задачи потребительского выбора. 
4. Метод множителей Лагранжа. 
5. Решение задачи потребительского выбора.

6. Функции спроса. 

1. Функция оценки полезности потребителя зависит от двух продуктов x1 и x2 следующим образом: 
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. Цены продуктов равны р1 и р2 условных единиц соответственно, а доход потребителя равен I. Требуется:

1) найти выражения для функций спросов на первый и второй товары;

2) рассчитать значения спросов при указанных ценах и доходе;

3) определить размер компенсации при увеличении цены второго товара в k раз. 
а) р1 = 20, р2 = 4, I = 120, k = 1,2;
б) р1 = 1, р2 = 1,5, I = 60, k = 4.

2. Функция оценки полезности потребителя зависит от двух продуктов x1 и x2. Цены продуктов равны р1 и р2 условных единиц соответственно, а доход потребителя равен I. Требуется:

1) найти выражения для функций спросов на первый и второй товары;

2) рассчитать значения спросов при указанных ценах и доходе;

3) определить эластичность спроса на первый товар по цене второго;

4) определить эластичность спроса на второй товар по доходу. 
а) 
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 р1 = 20, р2 = 4, I = 120;
б) 
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 р1 = 1, р2 = 1,5, I = 60;
в) 
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 р1 = 20, р2 = 4, I = 120;
г) 
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3. В условиях предыдущей задачи в пунктах а) и б) определить размер компенсации при увеличении цены первого товара в 1,5 раза.
Контрольные вопросы
1. Что называют функцией оценки полезности?

2. Что называют предельной полезностью товара?
3. Что называют картой линий безразличия?
4. Каковы свойства линий безразличия?

5. Дайте определение предельной нормы замещения.

6. При каком ограничении применяется метод множителей Лагранжа? 

Практическое занятие
по теме «Методы и модели математического программирования. Графический метод решения
задач линейного программирования»

План занятия

1. Понятие задачи линейного программирования.

2. Математическая модель задачи линейного программирования.

3. Графический метод решения задачи линейного программирования.

4. Признак альтернативного оптимума при решении задач линейного программирования графическим методом.

1. Предприятие выпускает два вида изделий: А и В, каждый из которых производится на станках двух типов С1 и С2. На каждый вид изделий расходуется сырье двух видов S1 и S2. Количество сырья, идущего на изготовление каждого изделия, запасы сырья, время обработки изделия на каждом станке и время работы станков в течение одного производственного цикла указаны в таблице:

	Вид изделия
	Вид сырья
	Тип станка
	Прибыль

	
	S1 = 210
	S2 = 80
	C1 = 120
	C2 = 50
	

	A
	2
	1
	2
	1
	300

	B
	3
	1
	1
	0
	400


Составить план выпуска изделий А и В, который позволит предприятию получить максимальную прибыль. Решить задачу графически.

2. Решить следующие задачи линейного программирования графическим методом: 
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Контрольные вопросы

1. Что является предметом изучения математического программирования?

2. Какие разделы математического программирования вы знаете?

3. Какая задача называется задачей линейного программирования?

4. Перечислите составляющие математической модели задачи линейного программирования.

5. В каком случае задача линейного программирования может быть решена графическим методом?

6. Что такое альтернативный оптимум?

7. Как определяется наличие альтернативного оптимума при решении задачи линейного программирования графическим методом?

Практическое занятие
по теме «Симплексный метод решения
задач линейного программирования»

План занятия

1. Каноническая форма математической модели задачи линейного программирования. Понятия допустимого, опорного и оптимального решений.

2. Сущность симплексного метода.

3. Правила выбора разрешающего столбца и разрешающей строки.

4. Критерий оптимальности решения.

5. Признак альтернативного оптимума при решении задачи симплекс-методом.

1. Детали двух видов А и В последовательно обрабатываются на трех станках. Известно: время обработки одной детали каждого вида одним станком и суммарное время работы станков в планируемый период, а так же прибыль от реализации одной детали каждого вида.

	Станки
	Время работы
	Время обработки одной детали

	
	
	А
	В

	1
	16
	1
	2

	2
	28
	2
	3

	3
	30
	3
	3

	Прибыль
	4
	3


Составить план выпуска изделий А и В, который позволит предприятию получить максимальную прибыль, при условии что количество деталей В не должно быть меньше чем количество деталей А.

2. Решить симплекс-методом следующие задачи линейного программирования:
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Контрольные вопросы

1. Какая переменная системы называется базисной, а какая – свободной?

2. Какое решение системы линейных уравнений называется базисным?

3. Какое решение задачи линейного программирования называют оптимальным?

4. Каким образом осуществляется переход к канонической форме, если у целевой функции требуется найти минимальное значение?

5. Что такое симплекс-преобразование?

6. Какими коэффициентами заполняется ноль-строка симплексной таблицы?

7. Что является признаком альтернативного оптимума, при решении задачи линейного программирования симплекс-методом?

Практическое занятие
по теме «Двойственные задачи линейного программирования»

План занятия

1. Определение и свойства взаимно двойственных задач.

2. Теорема о минимаксе и ее применение к решению двойственных задач.

3. Алгоритм построения задачи линейного программирования, двойственной данной.

4. Нахождение оптимального решения задачи, двойственной данной.

8. К данной задаче линейного программирования составить двойственную, решить ее и указать оптимальное решение исходной задачи:
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Контрольные вопросы

1. Каковы свойства взаимно двойственных задач?

2. Сформулируйте алгоритм построения задачи линейного программирования, двойственной данной.

3. Как найти значения основных переменных исходной задачи, если решение двойственной уже известно?

4. Что определяет знак неравенств системы ограничений, накладываемых на переменные, при построении исходной и двойственной задач линейного программирования?

5. Сформулируйте теорему о минимаксе.

Практическое занятие
по теме «Целочисленное программирование»

План занятия

1. Математическая модель задачи целочисленного программирования.

2. Геометрическая интерпретация метода отсечений.

3. Аналитическая интерпретация метода отсечений. Неравенство Гомори.

1. В цехе для размещения дополнительного оборудования выделено 
[image: image418.wmf]3
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 м2. На покупку предприятие может истратить 10 тыс. у.е. и приобрести оборудование двух видов. Один комплект оборудования первого вида стоит 1 тыс. у.е., второго вида – 3 тыс. у.е. Комплект оборудования первого вида позволит предприятию увеличить выпуск продукции в течение одной смены на 2 единицы, а второго вида – на 4 единицы. Для установки одного комплекта оборудования первого вида требуется 2 м2, а второго – 1 м2. Определить, какое оборудование следует приобрести, чтобы иметь возможность максимально увеличить выпуск продукции?

2. Для приобретения оборудования по сортировке зерна фермер может выделить не более 60 м2 площади и 34 у.д.е. Фермер может заказать оборудование двух видов: менее мощные машины А стоимостью 3 у.д.е., требующие производственной площади 3 м2 (с учетом проходов) и обеспечивающие производительность 2 т зерна за смену, и более мощные машины В стоимостью 4 у.д.е., занимающие площадь 5 м2 и обеспечивающие за смену сортировку 3 т зерна. Определить оптимальный вариант приобретения оборудования, обеспечивающий фермеру максимальный объем производительности сортировки, если он может приобрести не более 8 машин типа В.

3. В цехе имеется достаточно большое количество заготовок длиной L см, из которых изготавливаются два вида изделий – длиной l1 см и длиной l2 см. Изделий первого вида необходимо изготовить не менее n1 штук, а изделий второго вида – не менее n2 штук. Каждую заготовку для получения этих изделий можно разрезать несколькими способами. Необходимо так раскроить заготовки, чтобы нужное количество изделий каждого вида было получено из наименьшего числа заготовок, если:

а) L = 5, l1 = 3, l2 = 1, n1 = 7, n2 = 25; 
б) L = 4, l1 = 3, l2 = 0,5, n1 = 11, n2 = 60.

Контрольные вопросы

1. В чем заключается сущность геометрической интерпретации метода отсечений?

2. Сформулируйте алгоритм решения задачи целочисленного программирования графическим методом.

3. Сформулируйте алгоритм решения задачи целочисленного программирования методом Гомори.

4. Что называют целой частью числа, что – дробной?

5. Каким образом строится неравенство Гомори?
6. Если при решении задачи целочисленного программирования симплекс-методом значения нескольких базисных переменных получились дробные, то на базе какого из уравнений системы строится неравенство Гомори?
Практическое занятие 
по теме «Транспортные задачи»

План занятия

1. Математическая модель транспортной задачи.

2. Понятие транспортной задачи открытого и закрытого типа.

3. Построение исходного опорного решения. Метод наименьшей стоимости.

4. Построение циклов перераспределения перевозок. Метод потенциалов.

5. Критерий оптимальности решения транспортной задачи.

6. Понятие задачи о назначениях.

7. Алгоритм решения задачи о назначениях.

1. На трех базах  А1, А2  и  А3 находится соответственно а1, а2 и а3 тонн груза. Этот груз необходимо перевезти на предприятия В1, В2, В3 и В4 в количестве b1, b2, b3 и b4 тонн. Стоимости перевозки тонны груза с базы Аi на предприятие Вj  равны cij  и заданы в матрице С:

С = 
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b1 =410;       b2 =670;       b3 =310;       b4 =530.

Составить оптимальный план перевозок груза на предприятия. Сравнить стоимости перевозок в исходном и оптимальном планах и выразить в процентах экономический эффект планирования.

2. На базах А1, А2 и А3 находится груз, запасы которого составляют соответственно 540, 400 и 460 единиц. Этот груз необходимо перевезти на предприятия В1, В2, В3 и В4 в количестве b1, b2, b3 и b4 единиц. Матрица С стоимостей перевозки единицы груза с базы Аi на предприятие Вj имеет вид:

С = 
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Найти потребности третьего предприятия и решить транспортную задачу, если известно, что суммарное количество запасов и потребностей совпадают, потребности первого, второго и четвертого предприятий соответственно равны 440, 240 и 420 единиц. 

3.
Решить следующие транспортные задачи и вычислить коэффициент эффективности, если А – столбец запасов груза на базах, В – строка потребностей предприятий, а С – матрица стоимостей перевозок единицы груза с баз на предприятия:
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в) А = 
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4.
На предприятии есть 5 станков различных видов, каждый из которых может выполнять 5 различных операций по обработке деталей. Известна производительность каждого станка при выполнении каждой операции, заданная следующей матрицей:
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Определить, какую операцию и за каким станком следует закрепить, чтобы суммарная производительность была максимальной, при условии, что за каждым станком может быть закреплена только одна операция.

5.
Пять человек должны выполнить 4 работы, причем каждый из работников с разной производительностью может выполнять любую из этих работ. Производительности работников по выполнению работ заданны в матрице:
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Распределить людей на работу так, чтобы выполнить ее с максимальной производительностью.

Контрольные вопросы

1. В чем суть распределительного метода решения транспортных задач?

2. Задачи какого типа решаются распределительным методом?

3. Каким образом осуществляется переход от транспортной задачи открытого типа к закрытому типу?

4. Какая транспортная задача называется согласованной?

5. Почему, при отыскании потенциалов баз и предприятий один из них можно взять произвольно?

6. Каким образом находят потенциалы, если транспортная задача не является согласованной?

Методические указания по изучению дисциплины

Планирование и управление в экономике, налаживание взаимовыгодных экономических связей, анализ производственных процессов всегда направлены на поиск наилучшего, оптимального решения. В последнее время предлагается много средств, с помощью которых при сравнительно небольших затратах можно получить ценные управленческие решения. Одним из наиболее эффективных средств является математическое моделирование экономических процессов. Использование математического аппарата в экономике позволяет углубить количественный экономический анализ, расширить область экономической информации, интенсифицировать экономические расчеты.

В содержании дисциплины «Математика», преподаваемой для курсантов и слушателей, обучающихся по специальности «Менеджмент», включены основные разделы математики, составляющие минимально необходимый аппарат экономики и вопросы применения этого математического аппарата. Эти разделы математики послужат основой для дальнейшего изучения таких математических методов в экономике, как теория принятия решений, основы финансовой математики, теории рисков, эконометрики и пр. 

Таким образом, 1 курс дисциплины «Математика» содержит три взаимосвязанных между собой раздела, нашедших свое применение в экономике. Этими разделами являются: «Линейная алгебра», «Аналитическая геометрия», «Теория дифференциального исчисления». На наш взгляд лучше проходить изучение данных разделов именно в указанном порядке. Однако, порядок их рассмотрения можно и варьировать (например, поменять местами I и II разделы). Внутри одного раздела темы следуют в логической взаимосвязи и менять порядок их рассмотрения нельзя.

Самостоятельную работу над темой следует проводить, придерживаясь следующего плана действий:

· изучение конспекта лекции, где приведены краткие теоретические сведения;

· разбор тренировочных заданий по теме, которые приведены с подробными пояснениями и методическими указаниями по их решению;

· самостоятельное решение задач по данной теме, содержащихся в практикуме;

· ответы на контрольные вопросы по теме, приведенные в практикуме в конце каждого практического занятия;
· изучение дополнительной литературы. 

Пособие по организации
самостоятельного изучения дисциплины

Самостоятельная работа курсантов и слушателей служит основой для усвоения новых знаний, приобретения умений и отработки навыков. Она является неотъемлемой частью учебно-воспитательного процесса, предусмотренной рабочим учебным планом дисциплины. Роль самостоятельной работы при изучении «Математики» обусловлена спецификой содержания дисциплины и необходимостью подготовки высококвалифицированных специалистов. 

Важно, чтобы учеба не сводилась к механическому заучиванию готовых определений и формул, но развивала самостоятельное мышление, помогала пониманию и осмыслению закономерностей становления и развития математических методов и сферы их применения к экономическим процессам.
Умению продуктивно самостоятельно работать над учебной и научной литературой надо учиться: эффективность и быстрота обретаются в ходе самой работы. Однако не следует пренебрегать опытом многих поколений, общими правилами целесообразных и рациональных методов работы над книгой: конспектирование первоисточников, ведение записей на лекциях и семинарах и т. д.

По общему правилу самостоятельное изучение темы следует осуществлять, придерживаясь следующего плана:

· подробная проработка и усвоение содержания лекционного материала, содержащегося в конспекте лекций;

· отработка и закрепление базовых умений и навыков при выполнении заданий практикума;

· самоконтроль знаний, посредством ответов на контрольные вопросы, приведенные в практикуме;

· уяснение направлений дальнейшего изучения материала по основной и дополнительной литературе. 

Все формы и приемы в организации самостоятельной работы должны быть нацелены на более глубокое усвоение содержания рекомендованных к изучению источников и литературы.
Самостоятельная работа с литературой

Учащимся следует усвоить правила самостоятельной работы над учебной и научной литературой, которая требует большего напряжения, целеустремленности и систематичности. Это важно как для курсанта во время обучения, так и для специалиста по окончании вуза с целью поддержания высокого профессионального уровня.
Книги необходимо читать сосредоточенно. Чтение научного текста при рассеянном внимании – бесполезная трата времени, нужно вникать в содержание книги, пытаться понять и усвоить прочитанное. Начинать работу над книгой следует с ознакомления и внимательного просмотра ее содержания. Это позволит узнать круг рассматриваемых тем и последовательность их изложения. Далее следует прочесть введение (или предисловие), в котором, как правило, дается описание работы, основные условные обозначения, акцентируются основные моменты, на которые особо следует обратить внимание. 
При изучении теоретического материала книги следует внимательно следить за развитием мысли автора, чтобы уловить логическую связь между выдвигаемыми положениями, их аргументированием и доказательством, а также следствиями и обобщениями из них. Для более глубокого понимания и усвоения материала книги рекомендуется конспектировать ее основные тезисы. Ведение конспекта, как правило, процесс творческий, который сопровождается активизацией мыслительной деятельности. Хорошая запись помогает быстро восстанавливать в памяти изученное.
Следует иметь в виду, что при письменном изложении прочитанного формулировки получают более четкое и продуманное выражение, хорош и полезен только тот конспект, в котором коротко изложено главное (в немногих словах, но много по содержанию). Приступать к конспектированию необходимо после основательного знакомства с содержанием источника, то есть с момента, когда возникает полная ясность в прочитанном. Если курсант начинает одновременно с чтением конспектировать абзац за абзацем, страницу за страницей, то конспект неизбежно загромождается вспомогательным материалом.
Выбор формы записи зависит от индивидуальных особенностей курсанта, его опыта. Однако записи нужно оформлять так, чтобы ими удобно было пользоваться, выделяя цветом или отступами основные определения и теоремы. Конспект оправдывает себя только в том случае, если он составлен в результате самостоятельной работы курсанта.
Самостоятельная работа при подготовке к экзамену 
Экзамен по дисциплине «Математика» имеет цель выявить и оценить знания курсантов и слушателей. Он проходит в форме собеседования в соответствии с разработанными билетами. В каждый билет входит один-два теоретических вопроса и два практических задания из различных разделов дисциплины. 

Для подготовки к экзамену в учебно-методическом комплексе имеется перечень вопросов, составленный в соответствии с рабочим учебным планом и охватывающий весь программный материал дисциплины. 
В процессе подготовки к экзамену слушателям необходимо пользоваться лекциями и рекомендованной учебной литературой. По разделам, вызывающим затруднения в изучении, обучаемые могут получить консультацию на кафедре.

Результаты сдачи экзамена квалифицируются оценками «отлично», «хорошо», «удовлетворительно» или «неудовлетворительно». При оценке знаний учитывается участие в работе на практических занятиях и решение контрольной работы. Преподаватель, принимающий экзамен, может задавать курсанту или слушателю дополнительные вопросы, ставить практические задачи.

Слушатели, замеченные в помощи друг другу или пользующиеся неразрешенными пособиями и другого вида записями, привлекаются к дисциплинарной ответственности. По решению преподавателя им могут даваться другие или дополнительные задания в рамках всей программы дисциплины «Математика».
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