PAGE  
24

[image: image429.wmf]Q

r


МИНИСТЕРСТВО СЕЛЬСКОГО ХОЗЯЙСТВА РФ

Кафедра технической механики и гидравлики
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА
Часть 1

(Статика и кинематика)
контрольные задания и методические указания
к выполнению курсовой (расчетно-графической) работы

Для студентов дневной и заочной форм обучения для  специальностей:

311300-«Механизация сельского хозяйства»

311500-«Механизация переработки сельского хозяйства»

230100-«Сервис транспортных и технологических машин и оборудования в сельском хозяйстве»

150200-« Автомобили и автомобильное хозяйство»

290300-«Промышленное и гражданское строительство»

311400-«Электрификация и автоматизация сельского хозяйства»

101600-«Энергообеспечение предприятий»

330500-«Безопасность технологических процессов и производств».

2010 г.

 Теоретическая механика: Часть 1 (Статика и кинематика) Контрольные задания и методические указания к выполнению курсовой (расчетно-графической) работы для студентов дневной и заочной форм обучения для  специальностей: 311300-«Механизация сельского хозяйства», 311500-«Механизация переработки сельского хозяйства», 230100-«Сервис транспортных и технологических машин и оборудования в сельском хозяйстве», 150200-« Автомобили и автомобильное хозяйство», 290300-«Промышленное и гражданское строительство», 311400-«Электрификация и автоматизация сельского хозяйства», 101600-«Энергообеспечение предприятий», 330500-«Безопасность технологических процессов и производств».
 Составители: к.т.н.  С.С. Соляник ,д.т.н., профессор  Л.А. Голдобина , д.т.н. профессор А.В. Соминич, д.т.н., профессор Б.И. Вагин 
Рецензент:  к.т.н. Н.В. Муханов 
Задания и методические указания одобрены на заседании кафедры ТМиГ    16 февраля   2010 г., протокол № 6 и  рекомендованы к изданию методической комиссией факультета сельскохозяйственного строительства СПбГАУ , протокол № 2 от 16 февраля 2010 г.
       Методические указания содержат: общие рекомендации по выполнению курсовой (расчетно-графической) работы; краткие теоретические сведения, необходимые для решения задач и успешной защиты работы; требования к оформлению и условные обозначения; примеры решения задач.

        За основу методических указаний  взяты контрольные задания методических указаний под редакцией С.М. Тарга.
                               СОДЕРЖАНИЕ                                                       стр.                                           
Глава 1. Содержание дисциплины…………………………………….…5

Глава 2. Общие указания к выполнению контрольной работы………..7
Глава 3 Статика…………………………………………………………...8
3.1. Порядок решения задач в статике на равновесие………...….. ……8        
3.2. Проецирование силы на ось и плоскость………………..……… …9
3.3. Основные типы связей и их реакции…………………………..…. ..9 

3.3.1. Принцип освобождаемости от связей………………..……………9      3.3.2. Типы связей………………………………………..………………..9      

3.4. Теория моментов сил………………………………………..………11   

3.4.1. Момент силы относительно точки……………..……………… ..11    
3.4.2. Момент силы относительно оси……………………………..…...13    

3.5. С-1. Произвольная плоская система сил. Определение реакций 
связей сплошной конструкции ………………………….……………...14
3.5.1. Условия равновесия произвольной системы сил……………….14      
3.5.2. Задача С-1……………………………………………………….....15
3.5.3. Пример С-1…………………………………………………….…..18
3.6.  С-2. Произвольная плоская система сил. Определение 
реакций связей составной конструкции……………………………...…19
3.6.1. Задача С-2………………………………………………………..…19
3.6.2. Пример С-2………………………………………………..………..25
3.7. С-3. Произвольная пространственная систем сил. Определение
 реакций связей…………………   ……………………………………….27
3.7.1. Условия равновесия произвольной пространственной 
системы сил…………………………………………………………….…27
3.7.2.Задача С-3…………………………………………..……………….27    3.7.3. Пример С-3…………………………………………………..……..33
Глава 4. Кинематика……………………………………..……………….35
4.1. Кинематика точки……………………………………………..……..35   

4.1.1. Задача  К-1. Определение скорости и ускорения точки по задан-

ным уравнениям её движения………………………………………..….38
4.1.2. Пример  К-1а……………………………………………………….41
4.1.3. Пример К-1б………………………………………………………..43
4.2. Вращательное движение твердого тела……………………………45
4.2.1.Скорости и ускорения вращающегося тела……………..…...…...45
4.2.2. Задача К-2……………………………………………..……..….….46
4.2.3. Пример К-2…………………………………………….…………...49
4.3. Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела….……...50
4.3.1. Скорость точки при плоском движении…………………………50
4.3.2. Теорема о проекциях скоростей………………………………….51
4.3.3. Теорема о распределении скоростей…………………….……….51
4.3.4. Ускорение точки тела при плоском движении………………….52
4.3.5. Задача К-3.Определение скоростей и ускорений точек многозвен-

ного механизма………………………………………...…………….....…53
4.2.6. Пример К-3……………………………………………………...…..60
4.4. Сложное движение точки………………………………………….....64       
4.4.1. Основные определения и правила в теории сложного движения

точки……………………………………………………………...……..….64     4.4.2.  Задача К-4. Определение абсолютной скорости и абсолютного 

ускорения точки………………………………… ………………………. 65
4.4.3. Пример К-4……………………………………………………..….  66  
Литература…………………………………………………...…….………75
Приложения…………………………………………………...…. ……….76 

Глава 1. СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ
«Теоретическая механика» - одна из фундаментальных естественнонаучных дисциплин физико-математического цикла. На материале теоретической механики базируются дисциплины: «Сопротивление материалов», «Прикладная  механика», «Теория машин и механизмов», «Детали машин», «Строительная механика», « Гидравлика», а также большое число специальных инженерных дисциплин.

Теоретическая механика делится на три раздела: статику, кинематику и динамику.

Статика изучает условия, при которых механическое воздействие тел не нарушает их относительного покоя или равномерного прямолинейного поступательного движения.

Кинематика изучает движение объектов с геометрической точки зрения, то есть без учета их масс и сил, приложенных к ним.

Динамика изучает движение материальных объектов с учетом действующих на них сил.

В результате изучения теоретической механики студент должен знать:

      СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

Предмет статики: Основные понятия  статики: абсолютно твердое тело, сила, эквивалентные системы сил, равнодействующая, уравновешенная система сил, силы внешние и силы внутренние. Связи и реакции связей. Основные виды связей: гладкая плоскость, поверхность и опора, гибкая нить, цилиндрический шарнир (подшипник), сферический шарнир (подпятник), невесомый стержень; реакции этих связей.

Система сходящихся сил. Геометрический и аналитический способы сложения сил. Сходящиеся силы. Равнодействующая сходящихся сил. Геометрическое условие равновесия сходящихся сил. Аналитические условия равновесия пространственной и плоской систем сходящихся сил. Теорема о равенстве трех непараллельных сил.

Теория пар сил. Момент силы относительно точки (центра) как вектор. Пара сил. Момент пары сил как вектор. Теоремы об эквивалентности пар. Сложение пар, произвольно расположенных в пространстве. Условия равновесия систем пар.

Приведение произвольной системы сил к данному центру. Теорема о параллельном переносе силы. Основная теорема статики о приведении системы сил к данному центру. Главный момент и главный вектор системы сил.

Система сил, произвольно расположенных на плоскости (плоская система сил). Алгебраическая величина момента силы. Вычисление главного вектора и главного момента плоской системы сил. Частные случаи приведения: приведение к паре сил, к равнодействующей и случай равновесия. Три вида условий равновесия. Условия равновесия плоской системы параллельных сил. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей. Сосредоточенные и распределенные силы. Силы,  равномерно распределенные по отрезку прямой, и их равнодействующая. Равновесие систем тел. Статически определимые и статически неопределимые системы. Равновесие при наличии сил трения. Коэффициент трения. Предельная сила трения. Угол и конус трения. Трение качения; коэффициент трения качения.

Система сил, произвольно расположенных в пространстве (пространственная система сил). Момент силы относительно оси и его вычисление. Зависимость между моментами силы относительно центра и относительно оси, проходящей через этот центр. Аналитические формулы для вычисления моментов силы относительно трех координатных осей. Вычисление главного вектора и главного момента пространственной системы сил. Аналитические условия равновесия произвольной пространственной системы сил. Условия равновесия пространственной системы параллельных сил. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей относительно оси.

Центр параллельных сил и центр тяжести. Центр параллельных сил. Формулы для определения координат центра параллельных сил. Центр тяжести твердого тела; формулы для его определения. Центры тяжести объема, площади, линии. Способы определения положения центров тяжести тел. Центры тяжести дуги окружности, треугольника и кругового сектора.
КИНЕМАТИКА

Введение в кинематику. Предмет кинематики. Относительность механического движения. Система отсчета. Задачи кинематики.

Кинематика точки. Векторный способ задания движения точки. Скорость точки при задании ее движения векторным способом. Ускорение точки при задании ее движения векторным способом.

Координатный способ задания движения точки. Определение траектории точки. Определение скорости и ускорения точки по их проекциям на координатные оси. 

Естественный способ задания движения точки. Определение скорости при задании ее движения естественным способом. Определение ускорения по его проекциям на оси: касательное и нормальное ускорения точки.

Кинематика твердого тела
Поступательное движение. Поступательное движение твердого тела. Теорема о траекториях, скоростях и ускорениях точек твердого тела при поступательном движении.

Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси (вращательное движение). Уравнение вращательного движения твердого тела. Законы равномерного и равнопеременного вращения. Скорость и ускорение точки твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. Векторы угловой скорости и углового ускорения тела. Выражение скорости точки вращающегося тела и ее касательного и нормального ускорений в виде векторных произведений.

Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела. Плоское движение твердого тела и движение плоской фигуры в ее плоскости. Уравнение движения плоской фигуры. Разложение движения плоской фигуры на поступательное вместе с полюсом и вращательное вокруг полюса. Определение скорости любой точки плоской фигуры. Теорема о проекциях скоростей двух точек фигуры (тела). Мгновенный центр скоростей. Определение скоростей точек плоской фигуры с помощью мгновенного центра скоростей. Определение ускорения любой точки плоской фигуры. Понятие о мгновенном центре ускорений.

Сложное движение точки и твердого тела или составное движение. Абсолютное и относительное движение точки; переносное движение. Относительная, переносная и абсолютная скорости и относительное, переносное  и абсолютное ускорения точки. Теорема о сложении скоростей. Теорема Кориолиса. Модуль и направление ускорения Кориолиса. Случаи поступательного переносного движения.
Глава 2. ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ
СОДЕРЖАНИЕ ЗАДАНИЙ, ВЫБОР ВАРИАНТОВ, ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТ, ПОЯСНЕНИЯ К ТЕКСТУ ЗАДАЧ
Студенты выполняют 2 контрольных задания (работ). 
Задание 1 (статика) — задачи С1 — С3. 
Задание 2 (кинематика) — задачи К1 — К4. 
К каждой задаче дается 10 рисунков и таблица (с тем же номером, что и задача), содержащая дополнительные к тексту задачи условия. Нумерация рисунков двойная, при этом номером рисунка является цифра, стоящая после точки. Например, рис. С 1.4 — это рис. 4 к задаче С1 и т. д. (в тексте задачи при повторных ссылках на рисунок пишется просто рис. 4 и т.д.). Номера условий от 0 до 9 проставлены в 1-м столбце (или в 1-й строке) таблицы.

Студент во всех задачах выбирает номер рисунка по предпоследней цифре шифра, а номер условия в таблице — по последней; например, если шифр оканчивается числом 46, то берутся рис. 4 и условия № 6 из таблицы.

Каждое задание выполняется в отдельной тетради (ученической),
страницы которой нумеруются. На обложке указываются: название
дисциплины, номер работы, фамилия и инициалы студента, учебный
шифр, факультет, специальность и адрес. На первой странице тетради записываются: номер работы, номера решаемых задач и год издания контрольных заданий.

Решение каждой задачи обязательно начинать на развороте тетради (на четной странице, начиная со второй, иначе работу трудно проверять). Сверху указывается номер задачи, далее делается чертеж (можно карандашом) и записывается, что в задаче дано и что требуется определить (текст задачи не переписывается). Чертеж выполняется с учетом условий решаемого варианта задачи; на нем все углы, действующие силы, число тел и их расположение на чертеже должны соответствовать этим условиям. В результате в целом ряде задач чертеж получается более простой, чем общий.

Чертеж должен быть аккуратным и наглядным, а его размеры должны позволять ясно показать все силы или векторы скорости и ускорения и др.; показывать все эти векторы и координатные оси на чертеже, а также указывать единицы получаемых величин нужно обязательно. Решение задач необходимо сопровождать краткими пояс​нениями (какие формулы или теоремы применяются, откуда получаются те или иные результаты и т. п.) и подробно излагать весь ход расче​тов. На каждой странице следует оставлять поля для замечаний рецензента.

Работы, не отвечающие всем перечисленным требованиям, прове​ряться не будут, а будут возвращаться для переделки.

К работе, высылаемой на повторную проверку (если она выполнена в другой тетради), должна обязательно прилагаться не зачтенная ра​бота.

На экзамене необходимо представить зачтенные по данному раз​делу 
[image: image2.wmf]курса работы, в которых все отмеченные рецензентом погреш​ности должны быть исправлены.

При чтении текста каждой задачи учесть следующее. Большинство рисунков дано без соблюдения масштабов. На рисунках к задачам С1—С3  все линии, параллельные строкам, считаются горизонтальными, а перпендикулярные строкам — вертикальными и это в тексте задач специально не оговаривается. Также без оговорок считается, что все нити (веревки, тросы) являются нерастяжимыми и невесомыми, нити, перекинутые через блок, по блоку не скользят, катки и колеса (в кинематике и динамике) катятся по плоскостям без скольжения. Все связи, если не сделано других оговорок, считаются идеальными.

Когда тела на рисунке пронумерованы, то в тексте задач и в таблице Р1 ,l1 , r 1 и т. п. означают вес или размеры тела 1;P2, , l2 , r 2  — тела 2 и т. д. Аналогично, в кинематике и динамике, Vв , ав означают скорость и ускорение точки В; Vв, ас — точки С;
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— угловую скорость и угловое ускорение тела 1; 
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 — тела 2 и т. д. В каждой задаче подобные обозначения могут тоже специально не оговариваться.

Следует также иметь в виду, что некоторые из заданных в условиях задачи величин (размеров) при решении каких-нибудь вариантов могут не понадобиться, они нужны для решения других вариантов задачи.
Глава 3. СТАТИКА

3.1. Порядок решения задач по статике на равновесие

Для решения задачи по статике на равновесие необходимо:

- выбрать объект, равновесие которого следует рассмотреть, чтобы решить задачу;

- изобразить и обозначить все активные силы и связи, действующие на объект;

- применив принцип освобождаемости от связей, заменить отброшенные связи их реакциями;

- установить, какая система сил действует на этот объект ;

- применить условие равновесия для полученной системы сил и найти неизвестные.

3.2. Проецирование силы на ось и на плоскость

Проекцией силы на ось называется скалярная величина, равная произведению модуля силы на косинус угла между направлением силы и положительным направлением оси. Проекция будет положительной, если угол между направлением силы и положительным направлением оси – острый, и отрицательной, если этот угол – тупой .
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     Проекцией силы на плоскость называется векторная величина, заключенная между проекциями начала и конца вектора силы на эту 
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   плоскость рис. 3.1                         

Рис. 3.1
3.3. Основные типы связей и их реакции

Тела, ограничивающие перемещение данного объекта, называются связями.
Связи реализуются в виде поверхностей, нитей, стержней и т.п. 

Сила, с которой связь действует на объект, называется силой реакции связи или реакцией связи.
3.3.1. Принцип освобождаемости от связей:
 любой несвободный объект можно рассматривать как свободный, если, освободив его от связей, заменить  их  реакциями  связей.
3.3.2. Типы связей

1. Гладкая неподвижная поверхность, на которую тело М опирается точкой или линией. Реакция  
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направлена по нормали к этой поверхности (рис. 3.2).

2. Неподвижная точка или гладкая  линия: тело М опирается на неподвижную точку или линию. Реакции 
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, 
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направлены по нормали к линии или поверхности рассматриваемого тела (рис. 3.3).
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3. Гибкие связи (цепи, канаты, тросы). Реакции 
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направлены вдоль гибкой связи от тела М к точке подвеса (рис. 3.4).
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            Рис 3.4                                            Рис. 3.5                 А                              
4. Неподвижный цилиндрический шарнир или подшипник (рис. 3.5): на неподвижный болт А надета втулка В, жестко скрепленная с телом М, причем внутренний диаметр втулки почти равен диаметру болта. Тело М может вращаться вокруг оси шарнира, перпендикулярной к плоскости рисунка. Внешние силы, действующие на тело М, должны быть перпендикулярны оси шарнира, чтобы втулка не была снята с болта. Если пренебречь трением в шарнире, то реакция неподвижного болта направлена по нормали к его цилиндрической поверхности, и, в зависимости от величин и направлений сил, приложенных к телу, может иметь  любое направление в плоскости, перпендикулярной оси шарнира. Поскольку направление реакции неизвестно, то такую реакцию необходимо представить в виде двух ее составляющих:
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5. Сферический шарнир или подпятник (рис. 3.6): реакция 
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может иметь любое направление. При решении задач реакцию необходимо разложить на три составляющие по осям прямоугольной системы координат: 
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                 Рис. 3.6                                                          Рис. 3.7

           6. Невесомый стержень (рис. 3.7): сила реакции стержня 
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направлена вдоль оси стержня.
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                         Рис. 3.8                                                          Рис. 3.9                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  7. Шарнирно-подвижная опора (опора на катках) и шарнирно-неподвижная опора (рис. 3.8): реакция шарнирно-подвижной опоры 
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перпендикулярна поверхности (плоскости) «катков»; реакция шарнирно-неподвижной опоры 
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должна быть представлена двумя ее составляющими: 
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8. Жесткая заделка (рис. 3.9): реакция жесткой заделки эквивалентна силе 
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и паре сил с моментом 
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Примечание: все связи рассмотрены без учета силы трения.
3.4. Теория моментов сил

3.4.1. Момент силы относительно точки

Векторный момент (или вектор-момент) силы относительно точки (или центра) есть векторное произведение радиуса-вектора точки приложения силы на вектор силы: 
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-  радиус-вектор точки приложения силы 
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относительно центра, 
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(рис. 3.10).

Вектор 
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перпендикулярен плоскости, в которой лежат перемножаемые векторы и направлен в ту сторону, откуда виден воображаемый поворот вектора 
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к вектору 
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(до их совмещения) на наименьший угол против хода часовой стрелки (рис. 3.11).
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Рис. 3.10
Модуль момента силы относительно точки равен произведению модулей радиуса-вектора точки приложения силы и вектора силы  на синус угла между этими векторами или произведению модуля силы на плечо силы:
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 Плечо силы относительно точки (или центра) – длина перпендикуляра, опущенного из моментной точки  О (или центра) на линию действия силы.

Скалярный момент силы относительно точки есть произведение модуля силы на плечо, взятое со знаком «плюс», если сила стремится повернуть тело вокруг моментной  точки (или центра) против часовой стрелки, и со знаком «минус» - в противном случае (рис. 3.11):
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Свойства момента силы относительно точки:

1. Момент силы относительно точки не изменится, если силу переносить  вдоль линии ее действия;

2. Момент силы относительно точки не изменится, если моментную точку переносить вдоль линии, параллельной линии действия силы;

3. Момент силы относительно точки равен нулю, если моментная точка принадлежит линии действия силы: 
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, так как h3 =0 относительно точки А (рис. 3.11);

4. 
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, если силы принадлежат одной линии действия.
3.4.2. Момент силы относительно оси

Момент силы относительно оси есть проекция на эту ось момента силы, вычисленного относительно точки, лежащей на  оси:
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 (рис 3.13). 
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                                 Рис. 3.12                                          Рис. 3.13

Чтобы вычислить момент силы относительно оси, надо спроецировать эту силу на плоскость, перпендикулярную оси, найти модуль момента проекции силы относительно точки пересечения оси с плоскостью, а затем присвоить полученному значению знак «плюс», если сила стремится повернуть тело вокруг данной оси против часовой стрелки и «минус» - в противном случае:        
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(рис.3.13).         
Свойства момента силы относительно оси:

1. Момент силы относительно оси не зависит от выбора точки на оси;

2. Момент силы относительно оси равен нулю, если линия действия силы пересекает данную ось или сила параллельна оси, то есть в том случае, когда ось и сила лежат в одной плоскости.       
Главный момент силы относительно  некоторого центра О есть сумма моментов всех сил системы относительно этого центра: 
[image: image81.wmf]å

=

=

n

O

F

mom

M

1

0

n

n

r

r

.

 Главный момент силы относительно  некоторой оси есть сумма моментов всех сил системы относительно этой оси: 
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3.5. С -1. Произвольная плоская система сил. Определение

реакций связей сплошной конструкции

Произвольной плоской называется такая система сил, линии действия сил  которой расположены в одной плоскости произвольно.
3.5.1. Условия равновесия произвольной плоской системы сил

Векторная форма условия равновесия: для равновесия произвольной плоской системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы её главный вектор был равен нулю  и главный момент системы сил относительно произвольной точки был равен нулю: 
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Аналитическая форма условия равновесия:

- для равновесия произвольной плоской системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на координатные оси OX и  OY были равны нулю, и сумма скалярных моментов сил системы относительно произвольной точки была равна нулю:
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- для равновесия произвольной плоской системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы суммы скалярных моментов сил системы относительно трёх точек, не лежащих на одной прямой, были равны нулю:
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- для равновесия произвольной плоской системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы суммы скалярных моментов сил системы относительно двух произвольно выбранных точек  были равны нулю и сумма проекций всех сил системы на ось, не перпендикулярную отрезку, соединяющему эти две точки, была равна нулю: 
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3.5.2. Задача С1
Жесткая рама, расположенная в вертикальной плоскости (рис. С1.0—С1.9, табл. С1), закреплена в точке А шарнирно, а в точке В прикреплена или к невесомому стержню с шарнирами на концах, или к шарнирной опоре на катках.

В точке С к раме привязан трос, перекинутый через блок и несущий
на конце груз весом Р = 25 кН. На раму действуют пара сил с момен-
том М=100кНм и две силы, значения, направления и точки прило-
жения которых указаны в таблице (например, в условиях № 1 на раму
действует сила F2 под углом 15° к горизонтальной оси, приложенная
в точке D и сила F3 под углом 60° к горизонтальной оси, приложенная
в точке Е , и т. д.).

Определить реакции связей в точках А, В, вызываемые действую​щими нагрузками. При окончательных расчетах принять а = 0,5 м.

Указания. Задача С1 — на равновесие тела под действием произ​вольной плоской системы сил. При ее решении учесть, что натяжения обеих ветвей нити, перекинутой через блок, когда трением пренебре​гают, будут одинаковыми. Уравнение моментов будет более простым (содержать меньше неизвестных), если брать моменты относительно точки, где пересекаются линии действия двух реакций связей. При вычислении момента силы F  часто удобно разложить ее на составляю​щие F’ и F” для которых плечи легко определяются, и воспользоваться теоремой Вариньона; тогда mo(F) = mo(F’)+ mo(F”).

[image: image87.png]Puc. 1.4. Puc. 1.5.
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                                                                                                                   Таблица С 1
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	F1=10 кН
	F2=20 кН
	F3=30 кН
	F4=40 кН

	Номер
условия
	Точка 

прило-

жения
	α1 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α2 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α3 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α4 –

град.

	0
	H
	30
	-
	-
	-
	-
	K
	60

	1
	-
	-
	D
	15
	E
	60
	-
	-

	2
	K
	75
	-
	-
	-
	-
	E
	30

	3
	-
	-
	K
	60
	H
	30
	-
	-

	4
	D
	30
	-
	-
	-
	-
	E
	60

	5
	-
	-
	H
	30
	-
	-
	D
	75

	6
	E
	60
	-
	-
	K
	15
	-
	-

	7
	-
	-
	D
	60
	-
	-
	H
	15

	8
	H
	60
	-
	-
	D
	30
	-
	-

	9
	-
	-
	E
	75
	K
	30
	-
	-


3.5.3. Пример С-1

Жесткая рама, расположенная в вертикальной плоскости (рис. С-1),  закреплена в точке А шарнирно, а в точке В прикреплена к невесомому стержню.
В точке С к раме привязан трос, перекинутый через блок и несущий на конце груз весом 
[image: image93.wmf]Р

r

. На раму действуют: пара сил с моментом М и две сосредоточенные в точках К и Е силы
[image: image94.wmf]2
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F
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r

r

. В расчетах принять: а= 1м.

Дано: F1 =10 кН; F2 = 20 кН; Р=30 кН; М=40 кНм; а=1 м.

Определить: реакции в точках А, В, вызванные заданными нагрузками.
Решение

1. Рассмотрим равновесие рамы (рис. С -1). 

2. Изобразим и обозначим все силы, действующие на раму, включая реакции связей: 
[image: image95.wmf]B
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. Реакцию неподвижной шарнирной опоры  в точке А заменим двумя её составляющими, а реакцию в стержне направим по стержню. Следует отметить, что натяжение в тросе по модулю равно силе тяжести груза, закрепленного на его конце: Т=Р.

3. Для полученной плоской произвольной системы сил воспользуемся известным условием равновесия и составим уравнения равновесия:
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4. Подставим в составленные уравнения значения заданных величин и определим искомые реакции.
Ответ: XA=30,8 кН; YА= 52,3 кН;RB =29,5 кН.

Модуль реакции в шарнире А равен: 
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Проверка: для проверки правильности решения необходимо составить условие равновесия для данной системы сил в новой системе координат.
3.6. С-2. Произвольная плоская система сил. Определение реакций связей составной конструкции.
3.6.1. Задача С2

Конструкция состоит из жесткого угольника и стержня, которые в точке С или соединены друг с другом шарнирно (рис. С2.0 — С2.5), или свободно опираются друг о друга (рис. С2.6 — С2.9). Внешними связями, наложенными на конструкцию, являются в точке А или шарнир, или жесткая заделка; в точке В или гладкая плоскость (рис. 0 и 1), или невесомый стержень ВВ' (рис. 2 и 3), или шарнир (рис. 4—9); в Точке D или невесомый стержень D D ' (рис. 0, 3, 8), или шарнирная опора на катках (рис. 7).

На каждую конструкцию действуют:  пара сил с моментом М =
= 60 кН • м, равномерно распределенная нагрузка интенсивности q =
= 20 кН/м и еще две силы. Эти силы, их направления и точки при-
ложения указаны в табл. С2; там же в столбце «Нагруженный
участок» указано, на каком участке действует распределенная нагруз-
ка (например, в условиях № 1 на конструкцию действуют сила F2 под
углом 60° к горизонтальной оси, приложенная в точке L, сила F4  под
углом 30° к горизонтальной оси, приложенная в точке Е , и нагрузка,
распределенная на участке СК).
Определить реакции связей в точках А, В, C (для рис. 0, 3, 7, 8 еще и в точке В), вызванные заданными нагрузками. При окончатель​ных расчетах принять а = 0,2 м. Направление распределенной нагрузки на различных по расположению участках указано в табл. С2а.

Указания. Задача С2 — на равновесие системы тел, находящихся под действием плоской системы сил. При ее решении можно или рассмотреть сначала равновесие всей системы в целом, а затем равно​весие одного из тел системы, изобразив его отдельно, или же сразу расчленить систему и рассмотреть равновесие каждого из тел в отдель​ности, учтя при этом закон о равенстве действия и противодей​ствия. В задачах, где имеется жесткая заделка, учесть, что ее реакция представляется силой, модуль и направление которой неизвестны, и па​рой сил, момент которой тоже неизвестен.
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                                                                                                                                Таблица С2
	Сила
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	Нагружен-

ный участок

	
	F1=10 кН
	F2=20 кН
	F3=30 кН
	F4=40 кН
	

	Номер
условия
	Точка 

прило-

жения
	α1 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α2 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α3 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α4 –

град.
	

	0
	K
	60
	-
	-
	H
	30
	-
	-
	CL

	1
	-
	-
	L
	60
	-
	-
	E
	30
	CK

	2
	L
	15
	-
	-
	K
	60
	-
	-
	AE

	3
	-
	-
	K
	30
	-
	-
	H
	60
	CL

	4
	L
	30
	-
	-
	E
	60
	-
	-
	CK

	5
	-
	-
	L
	75
	-
	-
	K
	30
	AE

	6
	E
	60
	-
	-
	K
	75
	-
	-
	CL

	7
	-
	-
	H
	60
	L
	30
	-
	-
	CK

	8
	-
	-
	K
	30
	-
	-
	E
	15
	CL

	9
	H
	30
	-
	-
	-
	-
	L
	60
	CK


3.6.2. Пример С- 3.

На угольник АВС (
[image: image107.wmf]0

90
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Ð

АВС

),конец А которого жестко заделан, в точке С опирается стержень ДЕ ( рис. С 2, а). Стержень имеет в точке Д неподвижную шарнирную опору и к нему приложена сила F ,а к угольнику – равномерно распределенная на участке КВ нагрузка интенсивности q и пара с моментом М.
Дано : F=10 кН, М=5 кНм, q=20 кН/м, а=0,2 м.

Определить: реакции в точках А,С,Д, вызванные заданными нагрузками.

Решение:
1.Для определения реакций расчленим систему и рассмотрим сначала равновесие стержня ДЕ (рис. С 2.6). Проведем координатные оси xy  и изобразим  действующие на стержень силы: силу F, реакцию N,  

[image: image108.jpg]Pucl 2



направленную перпендикулярно стержню, и составляющие 
[image: image109.wmf]Д
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реакции шарнира Д. Для получения плоской системы сил составим три уравнения:
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2. Теперь рассмотрим равновесие угольника ( рис. С2,в). На него действует сила давления стержня N', направленная противоположно реакции N, равномерно распределенная нагрузка, которую заменяем силой Q, приложенной в середине участка КВ ( численно 
[image: image113.wmf])
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пара сил с моментом М и реакция жесткой заделки, слагающаяся из силы, которую представим соответствующими 
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, и пары с моментом 
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. Для этой плоской системы тоже составим три уравнения равновесия:
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      (4,5,6)

При вычислении момента силы 
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разлагаем ее на составляющие 
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 и применяем теорему Вариньона. Подставив в составленные уравнения числовые значения заданных величин и решив систему (1)-(6), найдем искомые реакции. При решении учитываем, что численно 
[image: image119.wmf]N
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в силу равенства действия и противодействия.

Ответ:
[image: image120.wmf].
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Знаки указывают, что силы 
[image: image121.wmf]A
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 и момент 
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, противоположны указанным на рисунке.

3.7.   С-3. Произвольная пространственная система сил.

Определение реакций связей

Произвольной пространственной называется такая система сил, линии действия сил  которой произвольно расположены в пространстве.
3.7.1. Условия равновесия произвольной пространственной

системы сил

Векторная форма условия равновесия: для равновесия произвольной пространственной системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы её главный вектор был равен нулю  и главный момент системы сил относительно произвольной точки был равен нулю: 
[image: image123.wmf].
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Аналитическая форма условия равновесия:

- для равновесия произвольной пространственной системы сил, приложенной к свободному абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из трёх координатных осей были равны нулю, и суммы моментов всех сил системы относительно каждой из этих осей были равны нулю:
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3.7.2.  Задача С3
Две однородные прямоугольные тонкие плиты жестко соединены (сварены) под прямым углом друг к другу и закреплены сферическим шарниром (или подпятником) в точке А, цилиндрическим шарниром (подшипником) в точке В и невесомым стержнем 1 (рис. С3.0 — С3.7) или же двумя подшипниками в точках А и В и двумя невесомыми стержнями 1 и 2 (рис. С3.8, С3.9); все стержни прикреплены к плитам и к неподвижным опорам шарнирами.

Размеры плит указаны на рисунках; вес большей плиты Р1 = 5 кН, вес меньшей плиты Р2 = 3 кН. Каждая из плит расположена парал​лельно одной из координатных плоскостей (плоскость ху — горизон​тальная) .

На плиты действуют пара сил с моментом М=4 кН-м, лежащая в плоскости одной из плит, и две силы. Значения этих  сил, их направле​ния и точки приложения указаны в табл. С3; при этом  силы F1  и F4 ле​жат в плоскостях, параллельных плоскости ху, сила F2 — в плоскости, параллельной xz, и сила F3 — в плоскости, параллельной yz. Точки приложения сил (D, Е, Н, К) находится в углах или в серединах сторон плит.

Определить реакции связей в точках A и В и реакцию стержня (стержней). При подсчетах принять а = 0,6 м.
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                                         Рис. С  3.0
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                                      Рис.  С 3.1
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                                  Рис. С 3.2
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                                  Рис.  С 3.3
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                                  Рис.С 3.4.
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                               Рис. С 3.5
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                            Рис.  С 3.6
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                                 Рис. С 3.7
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                                                Рис. С 3.8
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                                     Рис. С3.9

Указания. Задача С3 — на равновесие тела под действием произ​вольной пространственной системы сил. При ее решении учесть, что реакция сферического шарнира (подпятника) имеет три составляю​щие (по всем трем координатным осям), а реакция цилиндрического шарнира (подшипника) — две составляющие, лежащие в плоскости, перпендикулярной оси шарнира (подшипника). При вычислении мо​мента силы F часто удобно разложить ее на две составляющие F' и F", параллельные координатным осям (или на три); тогда, по теореме Вариньона, mx(F) = mx(F') + mx(F") и т.д.
Таблица С-3                                                       
	Сила
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	F1=6 кН
	F2=8 кН
	F3=10 кН
	F4=12 кН

	Номер
условия
	Точка 

прило-

жения
	α1 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α2 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α3 –

град.
	Точка 

прило-

жения
	α4 –

град.

	0
	E
	60
	H
	30
	-
	-
	-
	-

	1
	-
	-
	D
	60
	E
	30
	-
	-

	2
	-
	-
	-
	-
	K
	60
	E
	30

	3
	K
	30
	-
	-
	D
	0
	-
	-

	4
	-
	-
	E
	30
	-
	-
	D
	60

	5
	H
	0
	K
	60
	-
	-
	-
	-

	6
	-
	-
	H
	90
	D
	30
	-
	-

	7
	-
	-
	-
	-
	H
	60
	K
	90

	8
	D
	30
	-
	-
	K
	0
	-
	-

	9
	-
	-
	D
	90
	-
	-
	H
	30

	
	
	
	
	
	
	
	
	


3.7.3. Пример С 3.

           Горизонтальная прямоугольная плита весом Р (рис. С3) закреплена сферическим шарниром в точке А, цилиндрическим (подшипником )в точке В и невесомым стержнем D К. На плиту в плоскости параллельной xz , действует сила F, а в плоскости , параллельной yz,- пара сил с моментом М.
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                            Рис. С 3

Д а н о : 
[image: image141.wmf].
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О п р е д е л и т ь :

Реакции опор А, В и стержня D К.

Решение. 1. Рассмотрим равновесие плиты. На плиту действуют заданные силы Р, F и пара с моментом М, а также реакции связей. Реакцию сферического шарнира разложим на три составляющие 
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 ( в плоскости, перпендикулярной оси подшипника); реакцию 
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 стержня направляем вдоль стержня от D до К, предполагая, что он растянут. 
2. Для определения шести неизвестных реакций составляем шесть уравнений равновесия действующей на плиту пространственной системы сил:
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Для определения моментов силы 
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относительно координатных осей разлагаем её на две составляющие 
[image: image152.wmf]F

¢

r

, 
[image: image153.wmf]F

¢

¢

r

, параллельные осям  OX, OY
 ( 
[image: image154.wmf]a

a

sin

,

cos

F

F

F

F

=

¢

¢

=

¢

). Аналогично разложим по осям OY, OZ реакцию 
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в стержне DK. Вычисляя моменты сил  относительно координатных осей, следует помнить: момент силы относительно оси равен нулю, если линия действия силы пересекает ось или ей параллельна.
Подставив в полученные уравнения численные значения всех заданных величин и решив  эти уравнения, находим искомые реакции.

Ответ: XA=3,46 кН; YA= 5,18 кН; ZA= 4,80 кН; XВ= -7,46 кН; ZВ= 2,15 кН; N=5,96 кН. Знак минус указывает, что реакция XВ    направлена противоположно указанной на рисунке С 3.                    

Глава 4. КИНЕМАТИКА
4.1.Кинематика точки.

Задать движение точки – значит указать способ, с помощью которого можно определить положение точки, её скорость и ускорение в любой момент времени относительно выбранной системы отсчёта. 

Существуют три способа задания движения точки: векторный, координатный и естественный.
Векторный способ задания движения точки: выбирается система отсчета и задается радиус-вектор движущейся точки М как функция времени.

Эта функция должна быть непрерывной и дважды дифференцируемой по времени 
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Траектория точки – это кривая линия, которую описывает точка

 (рис. 4. 1).

Скорость точки в данный момент времени равна пределу средней скорости при стремлении промежутка времени, в течение которого произошло перемещение, к нулю или первой производной радиуса-вектора точки по времени:
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      X
Скорость точки всегда направлена по касательной к траектории её движения.
Ускорение точки в данный момент времени равно пределу среднего ускорения при стремлении промежутка времени, в течение которого произошло приращение скорости, к нулю или первой производной от скорости по времени или второй производной от радиуса-вектора точки  по времени:
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Координатный способ задания движения точки: выбирается система отсчёта (рис. 4.2), задаются конечные уравнения движения точки, выражающие зависимость координат от времени: x=x(t), y=y(t), z=z(t) –

конечные уравнения движения точки являются параметрическими уравнениями её траектории.

Чтобы найти уравнение траектории точки в координатной форме, необходимо:

1. Исключить параметр t (время) из уравнения движения;

2. Найти область изменения координат, то есть определить, какие ограничения накладывают уравнения движения на движение точки по траектории.
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Проекции скорости точки на оси координат равны первым производным от конечных уравнений движения по времени.
Модуль скорости точки определяется формулой: 
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Проекции ускорения точки на оси координат равны первым производным от соответствующих проекций скорости по времени или вторым производным от конечных уравнений движения по времени:
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где    
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Модуль ускорения точки определяется формулой:
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Естественный способ задания движения точки: задать траекторию точки; выбрать начало отсчета дуг на траектории; задать положительное и отрицательное направления отсчёта дуг; задать закон, выражающий зависимость естественной координаты  S от времени – S(t) –
 закон движения точки.
Под естественной координатой S понимают расстояние, отсчитываемое по дуге траектории в соответствующем направлении (рис. 4.3).

Траектория точки   

                                                     S                  M   
                                                                   _ 

                                                         +   O                  Рис. 4.3

Скалярной скоростью точки в данный момент времени называют предел средней скалярной скорости при  
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Скалярная скорость точки в данный момент времени равна производной от естественной координаты по времени:
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Скалярным касательным ускорением точки в данный момент времени называют предел среднего скалярного касательного ускорения точки при 
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Скалярное касательное ускорение точки в данный момент времени равно первой производной от скалярной скорости по времени или второй производной от естественной координаты по времени.

Модуль нормального ускорения точки в данный момент времени определяется выражением:
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, где ρ – радиус кривизны траектории в точке.

Касательное ускорение направлено по касательной к траектории, нормальное – по главной нормали в сторону вогнутости траектории.

Касательное ускорение характеризует изменение модуля скорости, а нормальное – изменение направления скорости.

Ускорение точки при движении по любой траектории равно сумме касательного и нормального ускорения:
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Классификация движений точки по ускорениям:

1. 
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- движение неравномерное, прямолинейное;

2. 
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4.1.1 Задача К-1. Определение скоростей и ускорений точки по заданным уравнениям ее движения.
Под номером К1 помещены две задачи К1а и К1б, которые надо решить.

Задача К1а. Точка В движется в плоскости ху (рис. К1.0 — К1.9, табл. KI; траектория точки на рисунках показана условно). Закон движения точки задан уравнениями: х = f1(t), у = f2(t), где хну выражены в сантиметрах, t — в секундах.

Найти уравнение траектории точки; для момента времени t1 = 1 с определить скорость и ускорение точки, а также ее касательное и нор​мальное ускорения и радиус кривизны в соответствующей точке траек​тории.

Зависимость х = f1(t) указана непосредственно на рисунках, а зависимость 

y = f2(t) дана в табл. К1 (для рис. 0—2 в столбце 2, для рис. 3—6 в столбце 3, для рис. 7—9 в столбце 4). Как и в задачах С1 — С3, номер рисунка выбирается по предпоследней цифре шифра, а номер условия в табл. К1 — по последней.

Задача К1б. Точка движется по дуге окружности радиуса R = 2 м по закону S = f(t) , заданному в табл. К1 в столбце 5 (S в метрах, t в секундах), где S = АМ — расстояние точки от некоторого начала А, измеренное вдоль дуги окружности. Определить скорость и ускорение точки в момент времени t1=1 с. Изобразить на рисунке векторы V и a, считая, что точка в этот момент находится в положении М, а положительное направление отсчета  S — от А к М.

Указания. Задача К1 относится к кине​матике точки и решается с помощью формул, по которым определяются скорость и ускорение точки в декартовых координатах (координатный способ задания движения точки), а также формул, по которым определяются скорость, касательное и нормальное ускорения точки при естественном способе задания ее движения.
В задаче все искомые величины нужно определить только для момента времени t1 = 1 с. В некоторых вариантах задачи К1а при определении траектории или при последующих расчетах (для их упро​щения) следует учесть известные из тригонометрии формулы:
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                                                                                                                                                                                                     Таблица К1
	Номер

условия
	y = f2(t)
	S = f(t)
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4.1.2 Пример К-1а

Дано: уравнения движения точки в плоскости XOY: 

x=12sin(πt/6), y=4cos(πt/6), где x, y – в сантиметрах, t – в секундах.
Определить: уравнение траектории точки; для момента времени t1=1с найти скорость и ускорение точки, а также её касательное и нормальное ускорения и радиус кривизны в соответствующей точке траектории.

Решение
1. Для определения уравнения траектории точки исключим из данных уравнений движения параметр t:
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2. Определим положение точки на траектории в момент времени t1=1с :

x1=12sin(πt/6)=6(см), y1= 4cos(πt/6)= 3,48 (см).

          3. Скорость точки находим по её проекциям на координатные оси:
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4.Аналогично найдём ускорение точки при  t1=1с :
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5. Находим касательное ускорение точки, зная численные значения всех величин, входящих в правую часть выражения: 
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6. Нормальное ускорение точки определяем по формуле 
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, подставляя известные численные значения. При t1=1с   получим 
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7. Определяем радиус кривизны траектории: ρ=v2/an при t1=1с    ρ1=24,93 (см).

Ответ: v1=5,56 (cм/c); a1=1,89 (cм/c2); a1τ=1,43 (cм/c2); a1n=1,24 (cм/c2); ρ1=24,93 (см).

4.1.3 Пример К-1б.

Точка движется по дуге окружности радиуса R=2м по закону 
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Решение. Определяем скорость точки:
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          Рис. К 1б

Ускорение находим по его касательной и нормальной составляющим:
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 EMBED Equation.3  [image: image245.wmf])
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При t1=1 с  получим, учтя, что R=2м.
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Тогда ускорение точки при t1=1 будет
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считая положительным направление Изобразим на рисунке К 1б векторы 
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 , учитывая знаки V1   и  a1τ и от А к М.


4.2. Вращательное движение твердого тела.

Вращательным движением твердого тела вокруг неподвижной оси называется такое  его движение, при котором какие-нибудь две точки , принадлежащие телу ( или неизменно с ним связанные), остаются во все время движения неподвижными. 

Закон вращательного движения твердого тела вокруг неподвижной оси: 
[image: image251.wmf])
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Угловая скорость – величина, характеризующая быстроту и направление вращения тела, определяется в общем случае как производная угла поворота по времени: 
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Угловое ускорение – величина, характеризующая быстроту изменения угловой скорости, определяется как первая производная от угловой скорости по времени или второй производной от угла поворота тела по времени : 
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4.2.1. Скорости и ускорения вращающегося тела.

1. Скорости точек тела .

Числовое значение скорости точки вращающегося твердого тела равно произведению угловой скорости тела на расстояние от этой точки до оси вращения. Направлена скорость по касательной к описываемой точкой окружности.   
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2. Ускорение точек тела.
Касательное ускорение точки зависит от углового ускорения и определяется формулой : 
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       ρ- радиус кривизны траектории (м).

Нормальное ускорение точки зависит от угловой скорости тела и определяется зависимостью: 
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Полное ускорение точки М будет 
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                                     Рис. К 2 а
4.2.2 .Задача К2

Механизм состоит из ступенчатых колес 1—3, находящихся в за​цеплении или связанных ременной передачей, зубчатой рейки 4 и  5, привязанного к концу нити, намотанной на одно из колес (рис. К2.0 — К2.9, табл. К2). Радиусы ступеней колес равны соответ​ственно: у колеса 1-r1 =2 см,  R1= 4 см, у колеса 2- r2= 6 см, R2 = 8 см, у колеса 3 — r3= 12 см, R3= 16 см. На ободьях колес расположены точки А , В и С.

В столбце «Дано» таблицы указан закон движения или закон изме​нения скорости ведущего звена механизма, где φ1(t) — закон вращения колеса /, S4(t) — закон движения рейки 4, ω2(t)— закон изменения угловой скорости колеса 2,V5(t) — закон изменения скорости груза 5 и т. д. (везде  φ -выражено в радианах, S— в сантиметрах, t — в се​кундах). Положительное направление для φ и  ω против хода часовой стрелки, для S4, S5  и V4 ,V5— вниз.

Определить в момент времени t1 = 2 с указанные в таблице в столбцах «Найти» скорости (V — линейные, ω — угловые) и ускорения (а — линейные, ε — угловые) соответствующих точек или тел (V5 — скорость груза 5 и т. д.).

Указания. Задача К2 — на исследование вращательного движения

твердого тела вокруг неподвижной оси. При решении задачи учесть, что, когда два колеса находятся в за​цеплении, скорость точки зацепле​ния каждого колеса одна и та же, а когда два колеса связаны ремен​ной передачей, то скорости всех то​чек ремня и, следовательно, точек, лежащих на ободе каждого из этих колес, в данный момент времени численно одинаковы; при этом счи​тается, что ремень по ободу колеса не скользит.

Таблица К2
	Номер задания
	Дано
	Найти
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Рис. К 2.3
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4.2.3. Пример К 2.

Рейка 1, ступенчатое колесо 2 с радиусами R2 и r2 и колесо 3 радиуса R3, скрепленное с валом радиуса r3, находятся в зацеплении; на вал намотана нить с грузом 4 на конце (рис. К 2). Рейка движется по закону 
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Д а н о: R2 =6 см,  r2=4 см, R3 =8 см,  r3=3 см, 
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 ( S-в  сантиметрах,  t- в секундах), А точка обода колеса 3, t1=3 с. 

О п р е д е л и т ь :
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Решение. Условимся обозначать скорости точек, лежащих на внешних ободах колес ( радиуса Ri ), через Vi, а точек, лежащих на внутренних ободах ( радиуса  ri), - через Ui.

1. Определяем   сначала угловые скорости всех колес как функции времени t. Зная закон движения рейки 1, находим ее скорость:

                           
[image: image277.wmf]2

1

1

9

t

S

V

=

=

&

                                                            (1)

[image: image278.jpg]



Так как рейка и колесо 2 находятся в зацеплении,  V2=V1 или
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. Но колеса 2 и 3 тоже находятся в зацеплении, следовательно, U2=V3 или 
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Тогда для момента времени t1=3 с получим ω3=6,75 с-1. 
2. Определяем V4. Так как V4= VB=ω3r3, то при t1=3 с V4=20,25 см/с.

3. Определяем ε3. Учитывая второе из равенств (2), получим 
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4. Определяем аА. Для точки А 
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  аАτ=36 см/с2, аАn=364,5 см/с2 ; 
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Все скорости и ускорения точек, а также направления угловых скоростей показаны на рис. К 2.

О т в е т : ω3=6,75 с-1 ; V4=20,25 см/с ; ε3=4,5 с-2 ; аА=366,3 см/с2.

4.3. Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела

Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела – движение, при котором все точки тела перемещаются в плоскостях, параллельных некоторой неподвижной плоскости.

4.3.1. Скорость точки при плоском движении

Скорость точки при плоском движении равна геометрической сумме скорости полюса и скорости этой точки при вращении вокруг полюса (рис. 4.4):
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                   Рис. 4.4                                                                      Рис. 4.5

4.3.2. Теорема о проекциях скоростей

При плоском движении тела проекции скоростей двух его  точек на ось, проходящую через эти точки, равны между собой 

(рис.4.5 ):
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4.3.3. Теорема о распределении скоростей

Скорости точек тела при плоском движении в каждый момент времени таковы, как если бы, начиная с данного момента времени, плоская фигура стала вращаться вокруг мгновенной оси скоростей с угловой скоростью 
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Мгновенный центр скоростей (МЦС) – это такая точка плоской фигуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю, при условии, что угловая скорость плоской фигуры не равна нулю.

Ось, проходящая через МЦС перпендикулярно плоской фигуре, называется мгновенной осью скоростей.

Геометрические методы нахождения МЦС приведены на рис. 4.6 (а, б). Мгновенный центр скоростей лежит на пересечении перпендикуляров, восстановленных к векторам скоростей точек.
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Рис. 4.6, б
Если векторы скоростей двух точек параллельны, направлены в одну сторону и скорости точек равны, то мгновенный центр скоростей плоской фигуры находится в бесконечности, при этом мгновенная угловая скорость тела равна нулю, скорости всех точек тела одинаковы, а ускорения различны. В этом случае тело находится в состоянии мгновенно поступательного движения. 

4.3.4. Ускорение точки тела при плоском движении

Ускорение точки при плоском движении тела равно геометрической сумме ускорения полюса и ускорения точки при вращении вокруг полюса:
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- ускорение точки В при вращении вокруг полюса А.

4.3.5.   Задача К-3 Определение скоростей и ускорений точек 

                многозвенного механизма

Дано: плоский механизм состоит из 1, 2, 3 и ползунов В и Е (рис. К 3.8, К 3.9) или из стержней 1, 2, 3, 4 и ползунов В или Е (рис. К 3.0 – К 3.7), соединенных друг с другом и с неподвижными опорами О1, О2  шарнирами; точки D, В и К находятся в серединах соответствующих стержней. Длины стержней равны соответственно: l1=0,4 м, l2=1,2 м,  l3=1,4 м,  l4=0,6 м. Положение механизма определяется углами: α,β,γ,φ,θ. Значения этих углов и других заданных величин указа
ны в таблицах К -3.1 (для рис. К 3.0 – К 3.4) и К 3.2 (для рис. К 3.5 – К 3.9); при этом в табл. К - 3.2 ω1, ω4 – величины постоянные.

Определить: скорости и ускорения точек и звеньев плоского механизма, указанные в таблицах в столбцах «Найти».

Указания: построение чертежа следует начинать со стержня, направление которого определяется углом α; дуговые стрелки на рисунках показывают, как при построении чертежа механизма должны откладываться соответствующие углы: по ходу или против хода часовой стрелки.

Заданные угловую скорость и угловое ускорение считать направленными против часовой стрелки, а заданные скорость
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 и ускорение 
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от точки В к  b (рис. К 3.0 – К 3.4).

При решении задачи для определения скоростей точек многозвенного механизма и угловых скоростей его звеньев следует воспользоваться теоремой о проекциях скоростей двух точек тела и теоремой о распределении скоростей. При определении ускорений точек механизма следует исходить из векторного равенства 
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                            Рис. К 3.0
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                        Рис. К 3.1                4
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                                            Рис. К3.2
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                                            Рис. К 3.4
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                                                 Рис.К 3.5

[image: image320.jpg]



                             Рис. К 3.6
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                                         Рис. К 3.7
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                              Рис. К 3.8
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                         Рис.К 3.9

Таблица К-3.1 (к рис. К 3.0-К 3.4)

	Номер условия
	Углы, град.
	Дано
	Найти

	
	α
	β
	γ
	φ
	θ
	ω1
рад/c
	ω4
рад/c
	V
точек
	ω
звена
	a
точки
	ε
звена

	0
	0
	60
	30
	0
	120
	6
	-
	В,Е
	DE
	В
	АВ

	1
	90
	120
	150
	0
	30
	-
	4
	А,E
	АВ
	A
	AB

	2
	30
	60
	30
	0
	120
	5
	-
	B,Е
	AB
	B
	AB

	3
	60
	150
	150
	90
	30
	-
	5
	A,E
	DE
	A
	AB

	4
	30
	30
	60
	0
	150
	4
	-
	D,Е
	AB
	B
	AB

	5
	90
	120
	120
	90
	60
	-
	6
	A,E
	AB
	A
	AB

	6
	90
	150
	120
	90
	30
	3
	-
	B,E
	DE
	B
	АВ

	7
	0
	60
	60
	0
	120
	-
	2
	A,Е
	DE
	A
	AB

	8
	60
	150
	120
	90
	30
	2
	-
	D,E
	AB
	B
	AB

	9
	30
	120
	150
	0
	60
	-
	8
	A,Е
	DE
	A
	AB


Таблица К-3.2 (к рис. К 3.5-К 3.9)

	Номер условия
	Углы, град.
	Дано
	Найти

	
	α
	β
	γ
	φ
	θ
	ω1
рад/c
	ε1
рад/c2
	VВ
м/c
	aВ
м/c2
	V
точек
	ω
звена
	a
точки
	ε
звена

	0
	120
	30
	30
	90
	150
	2
	4
	-
	-
	В,Е
	АВ
	В
	АВ

	1
	0
	60
	90
	0
	120
	-
	-
	4
	6
	А,Е
	DE
	A
	AB

	2
	60
	150
	30
	90
	30
	3
	5
	-
	-
	B,E
	АВ
	B
	AB

	3
	0
	150
	30
	0
	60
	-
	-
	6
	8
	A,E
	AB
	A
	AB

	4
	30
	120
	120
	0
	60
	4
	6
	-
	-
	B,E
	DE
	B
	AB

	5
	90
	120
	90
	90
	60
	-
	-
	8
	10
	D,E
	DE
	A
	AB

	6
	0
	150
	90
	0
	120
	5
	8
	-
	-
	B,E
	DE
	B
	АВ

	7
	30
	120
	30
	0
	60
	-
	-
	2
	5
	A,E
	АВ
	A
	AB

	8
	90
	120
	120
	90
	150
	6
	10
	-
	-
	B,E
	DE
	B
	AB

	9
	60
	60
	60
	90
	30
	-
	-
	5
	4
	D,E
	AB
	A
	AB


4.3.6. Пример К 3
[image: image324.png]



                                Рис. К 3.2 а

Механизм состоит из стержней 1, 2, 3, 4  и ползуна Е, соединенных друг с другом и с неподвижными опорами О1, О2  шарнирами (рис. К 3.2).

 Дано: l1=0,4 м, l2=1,2 м,  l3=1,4 м,  l4=0,6 м, α= 30º, β=60º, γ=30º, φ=0º, θ=120º; AD=DB; ω1 =5 рад/c  с направлением - по ходу часовой стрелки.
Определить: vB, vE, aB, ωAB, εAB.
Решение

1. Строим положение механизма в соответствии с заданными углами (рис. К-2, а).

Кинематический анализ:

- звенья О1А и О2В совершают вращательное движение;

- звенья АВ и DE совершают плоскопараллельное движение;

- ползун Е движется поступательно.

2. Для того, чтобы определить скорость точки В, принадлежащей звену АВ, необходимо найти скорость какой-либо точки этого звена. Такой точкой является точка А, принадлежащая одновременно и звену О1А, совершающему вращательное движение с угловой скоростью ω1 =5 рад/c  по ходу часовой стрелки относительно неподвижного шарнира в точке О1. Точка А движется вместе с кривошипом О1А по окружности радиуса, равного длине звена l1=0,4 м. Скорость точки А может быть определена выражением: vA=ω1l1=5·0,4=2 (м/c). Вектор скорости точки А перпендикулярен звену 1 (О1А) и направлен в сторону вращения кривошипа.
3. На основании теоремы о проекциях скоростей двух точек, принадлежащих телу, совершающему плоское движение, находим направление и модуль скорости точки В:   
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, vВ = 3,46 (м/с). Вектор скорости точки В перпендикулярен звену 4 (О2В), поскольку точка В вместе со звеном 4 совершает движение по окружности радиуса l4.
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                          Рис. К 3.2. б
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                                   Рис. К 3.2. в

4. Для определения линии действия вектора скорости точки D  построим мгновенный центр скоростей (МЦС) звена АВ: МЦСАВ(3) – точка С, лежащая на пересечении перпендикуляров, восстановленных из точек А и В к векторам их скоростей 
[image: image329.wmf]B
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. Вектор скорости точки D перпендикулярен отрезку DС – расстояние от точки D до мгновенного центра скоростей звена АВ, которому точка D принадлежит.

5. Определяем угловую скорость звена АВ: ωАВ(3)= vA/АС, где АС - катет, лежащий против угла равного 300, АС=0,5·АВ=0,7 (м); ωАВ(3)= 2/0,7=2,86 (рад/с).

6. Определяем линию действия, направление и модуль вектора скорости ползуна, принятого за материальную точку Е.

Линия действия вектора  
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параллельна направляющим ползуна (совпадает с осью ползуна), который движется поступательно. Направление вектора 
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 и его модуль находим, используя теорему о проекциях скоростей двух точек, принадлежащих одному  и тому же телу, совершающему плоское движение:
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7. Определяем 
[image: image334.wmf]B
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. Точка В принадлежит звену АВ. Чтобы найти её ускорение, необходимо знать ускорение какой-нибудь точки этого звена (полюса) и траекторию точки В. Точка В движется по окружности вместе с кривошипом О2В, и поэтому направление вектора 
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Ускорение точки В при плоском движении тела равно геометрической сумме ускорения полюса А и ускорения точки В при вращении вокруг полюса А:
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Разложив векторы ускорений на составляющие по естественным осям, получим следующее векторное равенство:
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Векторы ускорений будут направлены следующим образом: вектор 
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 - по радиусу О2В к центру О2 окружности; вектор  
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 - перпендикулярно О2В в любую сторону; вектор 
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 - по радиусу О1А к центру О1 вращения; вектор 
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 - по радиусу ВА к центру А  вращения; вектор  
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 - перпендикулярно ВА в любую сторону. Поскольку по условию задачи точка А, принадлежащая звену О1А, движется равномерно, то её касательное ускорение равно 0   
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, и поэтому на чертеже вектор 
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 не изображаем.

8. Спроецируем обе части уравнения на координатные оси X и Y:
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9. Определяем 
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10. Подставляя известные значения в уравнения, полученные при проецировании векторной суммы, находим 
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=20,07(м/с2). Знак « - » означает, что вектор касательного ускорения точки В фактически имеет направление противоположное выбранному в ходе решения задачи.

11. Находим полное ускорение точки В: 
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12. Угловое ускорение звена АВ определяется выражением: 
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Ответ: vB=3,46(м/с), vE =2(м/с), aB =20,02(м/с), ωAB=2,86(м/с), εAB=14,34(рад/с2).
4.4. Сложное движение точки

Движение точки относительно системы координат, принимаемой за неподвижную, называют сложным, если его можно представить как движение точки относительно подвижной системы координат и движение точки вместе с подвижной системой относительно неподвижной.

4.4.1. Основные определения и правила в теории

сложного движения точки

Абсолютным движением, скоростью, ускорением точки называют её движение, скорость, ускорение относительно неподвижной системы координат.

Абсолютная скорость точки равна геометрической сумме относительной и переносной скоростей 
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Абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме относительного, переносного ускорений и ускорения Кориолиса 
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Относительным движением, скоростью 
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, ускорением  
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точки называют её движение, скорость, ускорение относительно подвижной системы координат.

Переносным движением называют движение подвижной системы координат относительно неподвижной.

Переносной скоростью 
[image: image362.wmf](
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точки называют её скорость в переносном движении.

Переносным ускорением точки 
[image: image363.wmf](
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 называют её ускорение в переносном движении.

Чтобы вычислить относительную скорость (относительное ускорение), надо мысленно остановить подвижную систему координат, не останавливая движения точки, и вычислить скорость (ускорение) точки относительно мысленно остановленной системы координат.

Чтобы вычислить переносную скорость (переносное ускорение), надо мысленно остановить точку в подвижной системе координат и вычислить 

скорость (ускорение) того места подвижной системы координат, с которым совпадает точка в данный момент времени.

Ускорение Кориолиса точки есть удвоенное векторное произведение переносной угловой скорости на относительную скорость точки 
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Вектор ускорения Кориолиса перпендикулярен плоскости, которой принадлежат векторы угловой переносной и относительной скорости точки, и направлен в ту сторону, откуда кратчайший поворот от вектора 
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на наименьший угол виден происходящим против хода часовой стрелки. Если векторы не лежат в одной плоскости, следует мысленно перенести вектор угловой переносной скорости параллельно самому себе в заданную точку и применить сформулированное выше правило.

Иногда нахождение направления ускорения Кориолиса облегчает применение правила Жуковского: спроецировать вектор относительной скорости на плоскость, перпендикулярную вектору угловой переносной скорости, и повернуть полученную проекцию в этой плоскости вокруг известной точки на угол 900 в сторону переносного вращения.

4.4.2. Задача К-4. Определение абсолютной скорости и 

                  абсолютного ускорения точки

Дано: прямоугольная пластина (рис. К 4.0 – К 4.4) или круглая пластина радиуса R = 60 см  (рис. К 4.5 – К 4.9) вращается вокруг неподвижной оси по закону φ=f1(t), заданному в табл. К - 4. Положительное направление отсчета угла показано на рисунках дуговой стрелкой. На рис. 0,1,2,5,6 ось вращения перпендикулярна плоскости пластины и проходит через точку О (пластина вращается в своей плоскости); на рис. 3,4.7,8,9 ось вращения ОО1 лежит в плоскости пластины (пластина вращается в пространстве).

По пластине вдоль прямой BD (рис. К3.0 - К3.4) или по окружности радиуса R (рис. К3.5 – К3.9) движется точка М; закон ее относительного движения, то есть зависимость  s=AM=f2(t) (s - в сантиметрах, t – в секундах), задан в таблице отдельно для рис. К4.0 – К4.4 и для рис. К4.5 – К4.9; там же даны размеры а и h. На рисунках точка М показана в положении, при котором s=AM ›0 (при s‹0 точка М находится по другую сторону от точки А).
Определить: абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент времени t1 =1 c.

Указания: для решения задачи необходимо воспользоваться теоремами о сложении скоростей и ускорений. Прежде чем производить расчеты, следует определить, где находится точка на пластине в момент времени t1 =1 c и изобразить точку именно в этом положении.

4.4.3. Пример К– 4

По пластине вдоль прямой BD движется точка М; пластина вращается вокруг оси, перпендикулярной плоскости пластины, по известному закону (рис. К-3).

Дано: φ=2t3 –t2 (рад); s=AM=18sin(πt/4) см; t1=2/3 с; а=25 см.

Определить: для момента времени t1 абсолютную скорость и абсолютное ускорение.
Таблица К-4

	Номер рисунка
	Для всех рисунков

φ=f1(t)
	Для рис. К3.0-К3.4
	Для рис. К3.5-К3.9

	
	
	а, см
	S=AM=f2(t)
	h
	S=AM=f2(t)

	0
	4(t2-t)
	12
	50(3t-t2)-64
	R
	(πR/3)·(4t2-2t3)

	1
	3t2-8t
	16
	40(3t2-t4)-32
	4R/3
	(πR/2)·(2t2-t3)

	2
	6t3-12t2
	10
	80(t2-t)+40
	R
	(πR/3)·(2t2-1)

	3
	t2-2t3
	16
	60(t4-3t2)+56
	R
	(πR/3)·(t4-3t2)

	4
	10t2-5t3
	8
	80(2t2-t3)-48
	R
	(πR/6)·(3t-t2)

	5
	2(t2-t)
	20
	60(t3-2t2)
	R
	(πR/3)·(t3-2t)

	6
	5t-4t2
	12
	40(t2-3t)+32
	3R/4
	(πR/2)·(t3-2t2)

	7
	15t-3t3
	8
	60(t-t3)+24
	R
	(πR/6)·(t-5t2)

	8
	2t3-11t
	10
	50(t3-t)-30
	R
	(πR/3)·(3t2-t)

	9
	6t2-3t3
	20
	40(t-2t3)-40
	4R/3
	(πR/2)·(t-2t2)
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                  Рис.К.4.0
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                Рис. К.4.1
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                Рис.К.4.2
[image: image371.png]o JIE

/™ 60°




              Рис. К.4.3
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                Рис.К.4.4
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                       Рис.К.4.5
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              Рис.К.4.6
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              Рис.К.3.7
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                      Рис.К.3.8

[image: image377.png]



                                     Рис.К.4.9

                                           [image: image378.png]



                                                    Рис. К.4

Решение

1. Анализ задания: точка М совершает сложное движение, так как она движется по пластине  вдоль прямой BD и вместе с пластиной, вращающейся вокруг неподвижной оси, перпендикулярной плоскости пластины.

2. Выберем две системы координат: неподвижную с началом координат в точке О1  и подвижную с началом координат в точке М:

- абсолютное движение точки М – её движение относительно неподвижной системы координат O1X1Y1;

- относительное движение точки М – её движение относительно подвижной системы координат  ОXY, то есть движение точки по прямой BD; траекторией является прямая;

- переносное движение – движение подвижной системы координат относительно неподвижной, то есть вращение пластины относительно оси, ей перпендикулярной.

3. Положение точки на прямой BD определяется расстоянием s=AM=18sin(πt/4) см, при t1=2/3 с, s=AM= 9 см.

4. Абсолютную скорость точки М найдем как геометрическую сумму относительной и переносной скоростей: 
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5. Относительная скорость точки М равна 
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(см/c), при t1=2/3 с Vr = 12,24 (см/c). Вектор относительной скорости направлен в сторону возрастания s, так как Vr › 0.

6. Определим переносную скорость точки М, мысленно остановив движение точки по прямой BD. В переносном движении точка М описывает окружность радиуса R= ОМ:
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Вектор переносной скорости направлен по касательной к окружности в сторону вращения пластины.

7. Найдем модуль абсолютной скорости по формуле: 
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2

y

x

V

V

V

+

=

, где

Vx=Ve - Vr∙cosα=69,82-12,24·0,95=58,17 (см/c);

Vy= - Vr∙sinα= - 12,24∙0,31=-3,73(см/c);
V=58,29(см/c).

8. Абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме относительного, переносного ускорений и ускорения Кориолиса:
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9. Для определения относительного ускорения точки М мысленно остановим подвижную систему координат и вычислим относительное касательное ускорение: 
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, при t1=2/3 с
 аτr= -5,55 (cм/c2).

Знак «минус» показывает, что вектор относительного касательного ускорения направлен в сторону отрицательных значений S: движение замедленное.

Относительное нормальное ускорение равно нулю, поскольку движение точки М вдоль BD – прямолинейное.

10. Переносное касательное ускорение определяем, мысленно остановив точку М в подвижной системе координат:
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Знаки угловой скорости и углового ускорения переносного вращения одинаковы, и, следовательно, движение является ускоренным, направления векторов угловой скорости и углового ускорения совпадают. Векторы касательного ускорения и скорости в переносном движении направлены в одну сторону. Вектор нормального ускорения переносного вращательного движения направлен по радиусу к центру окружности, которую описывает тот 

пункт подвижной системы координат, с которым совпадает точка М в данный момент времени.

11. Определяем модуль ускорения Кориолиса: 
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, где α – угол между вектором относительной скорости и вектором угловой переносной скорости (оси вращения). В нашем случае это угол равен 900, так как ось вращения перпендикулярна плоскости пластины, в которой расположен вектор относительной скорости. В момент времени t1=2/3 с аk = 32,56 (cм/c2). Направление вектора ускорения Кориолиса находим по правилу Жуковского: так как вектор относительной скорости лежит в плоскости вращения, перпендикулярной оси вращения, то, повернув его на 900 в направлении угловой переносной скорости, то есть против хода часовой стрелки, найдем направление вектора ускорения Кориолиса.

12. Модуль абсолютного ускорения точки М найдем, предварительно спроецировав обе части векторного равенства, представленного выше, на координатные оси:
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Ответ: V=58,29 см/c, a=316,13 см/c2.
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Приложение А.3. Условные обозначения

	№№ п/п
	Наименование величин
	Обозначение

	1
	Вектор силы
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	2
	Модуль силы
	N, Q, ….F1, F2 ,… Fn

	3
	Проекции силы на координатные оси
	XA, YA, ZA

	4
	Векторный момент силы относительно точки
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	5
	Скалярный момент силы относительно точки
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	6
	Момент силы относительно оси
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	7
	Относительные: скорость, ускорение
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	8
	Переносные: скорость, ускорение
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	9
	Угловая скорость
	
[image: image397.wmf])

~

(

w

w

r



	10
	Угловое ускорение
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	11
	Ускорение Кориолиса
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