Расчётно-графическая работа  №3
Колебания системы с одной степенью свободы 
Содержание работы
В работе рассматривается плоская колебательная механическая система с одной степенью свободы двух типов: 
1) блок массой  m1  и радиусом  r , рассматриваемый как сплошной однородный диск, при помощи недеформируемой безмассовой тяги соединяется с абсолютно жёстким однородным стержнем  массой  m2, длиной l ;
2) указанный блок при помощи безмассовой тяги соединен с тележкой массой  m3 .
Колебательный режим обусловлен наличием в системе цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости  c1  либо спиральной пружины с коэффициентом жёсткости c2.
Требуется:
    1) изобразить расчётную схему системы, указать выбранную обобщённую координату и, используя алгоритм уравнения Лагранжа второго рода, составить дифференциальное уравнение свободных колебаний системы без трения;
    2) определить угловую частоту и период свободных колебаний системы, указать период на графике колебаний;
    3) по заданным для диска начальным условиям определить амплитуду и начальную фазу свободных колебаний тела, а также отметить их на графике.

1. Варианты заданий 1 - 10

	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Нм
рад
	

рад
	
рад
   с

	1
	6,0
	18
	3,0
	40
	
	7000
	
	0
	0,05

	2
	6,4
	20
	3,4
	50
	
	7500
	
	0,1
	0

	3
	6,8
	22
	3,8
	56
	
	8000
	
	0,15
	0

	4
	7,2
	24
	4,0
	60
	
	8500
	
	0
	0,08

	5
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	7000
	
	0,05
	0

	6
	6,2
	20
	4,2
	68
	
	7200
	
	0
	0,05

	7
	6,8
	22
	
	
	3,4
	8200
	
	0,1
	0

	8
	7,0
	24
	4,0
	60
	
	
	360
	0,15
	0

	9
	6,4
	20
	3,4
	50
	
	7500
	
	0
	0,08

	10
	6,8
	22
	3,8
	54
	
	8000
	
	0,05
	0
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Расчётно-графическая работа  №3
Колебания системы с одной степенью свободы 
Содержание работы
В работе рассматривается плоская колебательная механическая система с одной степенью свободы двух типов: 
1) блок массой  m1  и радиусом  r , рассматриваемый как сплошной однородный диск, при помощи недеформируемой безмассовой тяги соединяется с абсолютно жёстким однородным стержнем  массой  m2, длиной l ;
2) указанный блок при помощи безмассовой тяги соединен с тележкой массой  m3 .
Колебательный режим обусловлен наличием в системе цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости  c1  либо спиральной пружины с коэффициентом жёсткости c2.
Требуется:
    1) изобразить расчётную схему системы, указать выбранную обобщённую координату и, используя алгоритм уравнения Лагранжа второго рода, составить дифференциальное уравнение свободных колебаний системы без трения;
    2) определить угловую частоту и период свободных колебаний системы, указать период на графике колебаний;
    3) по заданным для диска начальным условиям определить амплитуду и начальную фазу свободных колебаний тела, а также отметить их на графике.

1. Варианты заданий 11 - 20

	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Нм
рад
	

рад
	
рад
   с

	11
	7,2
	24
	4,0
	60
	
	8500
	
	0
	0,05

	12
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	7000
	
	0,1
	0

	13
	6,2
	20
	4,2
	65
	
	
	300
	0,25
	0

	14
	6,8
	22
	
	
	3,1
	8500
	
	0
	0,05

	15
	7,0
	24
	3,2
	40
	
	8200
	
	0,02
	0

	16
	6,0
	18
	4,0
	60
	
	7500
	
	0
	0,05

	17
	6,4
	20
	3,4
	50
	
	8000
	
	0,1
	0

	18
	6,8
	22
	3,8
	55
	
	
	320
	0,15
	0

	19
	7,2
	24
	4,0
	60
	
	8600
	
	0
	0,09

	20
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	
	340
	0,03
	0
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Расчётно-графическая работа  №3
Колебания системы с одной степенью свободы 
Содержание работы
В работе рассматривается плоская колебательная механическая система с одной степенью свободы двух типов: 
1) блок массой  m1  и радиусом  r , рассматриваемый как сплошной однородный диск, при помощи недеформируемой безмассовой тяги соединяется с абсолютно жёстким однородным стержнем  массой  m2, длиной l и цилиндрической винтовой пружиной с коэффициентом жёсткости c1 ; 
2) указанный блок при помощи безмассовой тяги соединен с тележкой массой  m3 и спиральной пружиной с коэффициентом жёсткости c2.
Требуется
    1. Изобразить расчётную схему системы, указать выбранную обобщённую координату и, используя алгоритм уравнения Лагранжа второго рода, составить дифференциальное уравнение свободных колебаний системы без трения.
    2) определить угловую частоту и период свободных колебаний системы, указать период на графике колебаний;
    3) по заданным для диска начальным условиям определить амплитуду и начальную фазу свободных колебаний тела, а также отметить их на графике.
1. Варианты заданий 21 - 30

	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Нм
рад
	

рад
	
рад
   с

	21
	6,2
	20
	4,2
	65
	
	7800
	
	0
	0,05

	22
	6,8
	22
	3,4
	50
	
	8400
	
	0,12
	0

	23
	7,0
	24
	3,8
	55
	
	
	360
	0,16
	0

	24
	6,4
	20
	
	
	3,2
	
	300
	0
	0,08

	25
	6,8
	22
	3,4
	50
	
	8500
	
	0,04
	0

	26
	7,2
	24
	
	
	3,4
	
	320
	0
	0,05

	27
	6,0
	18
	4,0
	60
	
	7900
	
	0,1
	0

	28
	6,2
	20
	3,4
	50
	
	7400
	
	0,14
	0

	29
	6,8
	22
	3,8
	55
	
	
	380
	0
	0,06

	30
	7,0
	24
	
	
	3,6
	8000
	
	0,02
	0
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2. Пример выполнения
Расчётно-графическая работа № 3:
Колебания системы с одной степенью свободы
2. 1.Содержание работы

В работе рассматривается плоская колебательная механическая система с одной степенью свободы двух типов: 
1) блок массой  m1  и радиусом  r , рассматриваемый как сплошной однородный диск, при помощи недеформируемой безмассовой тяги соединяется с абсолютно жёстким однородным стержнем  массой  m2, длиной l ;
2) указанный блок при помощи безмассовой тяги соединен с тележкой массой  m3 .
Колебательный режим обусловлен наличием в системе цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости  c1  либо спиральной пружины с коэффициентом жёсткости c2.
Требуется:
    1) изобразить расчётную схему системы, указать выбранную обобщённую координату и, используя алгоритм уравнения Лагранжа второго рода, составить дифференциальное уравнение свободных колебаний системы без трения;
    2) определить угловую частоту и период свободных колебаний системы, указать период на графике колебаний;
    3) по заданным начальным условиям определить амплитуду и начальную фазу свободных колебаний, а также отметить их на графике.
2.2. Расчётная схема 

[image: ]В качестве обобщённой координаты движения заданной плоской механической системы (рис. 1) примем φ1(t) - угол поворота блока вокруг оси. Его значение в любой момент времени однозначно определяет положение всех остальных звеньев механизма. Из этого следует, что система обладает одной степенью свободы.

2.3. Таблица исходных данных

	Втрое число
шифра
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	c1
Н/м
	α
Нс/м
	P0
Н

	5
	6,2
	25
	3,6
	70
	8000
	60
	25







2.4. Решение
Уравнение свободных колебаний
Уравнение свободных колебаний составляется с помощью уравнения Лагранжа II рода для системы с одной степенью свободы

                                        (1)
где  T – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия. 
	Определим последовательно величины, входящие в (1). Функции  T, П вычисляются с точностью, при которой справедливы формулы 




T =  a ;           П =  c ;                        (2)
где  a, с - коэффициенты инерции и жёсткости.
	Кинетическую энергию системы найдём как сумму кинетических энергий блока и стержня 
               T = T1 + T2.                                                    (3)
Кинетическая энергия вращающегося блока определяется по формуле


                          T1 =  J1 ,                                                    (4)

где  J1 - осевой момент инерции блока, - угловая скорость вращения. Они вычисляются по известным формулам



1 =  m1 r2 ,                     = .
Подставляя их в (4), получим


T1 = m1 r2 .                                                   (5)
	Кинетическая энергия стержня CD, вращающегося вокруг шарнира C 


T2 =  J2 ,                                                             (6)
причём осевой момент инерции

J2 =  m2 l2.
Очевидно (рис. 1), что c учётом малости углов поворота φ1 и φ2 и недеформируемости тяги, соединяющей точки A и B можно записать равенства 


AA' = BB',              AA' =  φ2,             BB' = rφ1.
Тогда 

φ2 =  φ1.                                                       (7)
Угловая скорость вращения стержня  CD  (рис. 1) вокруг шарнира равна 



	ω2 = = 2 r / l. 	(8)
С учётом этих значений кинетическая энергия стержня (6) принимает вид


T2 =  m2 r2 .                                                  (9)
Формулы (3), (5), (8) дают 






	 =  r2(m1 + m2)  =  a .	(10)
Отсюда получим значение коэффициента инерции




  a = r2(m1 +  m2) = 0,252(·6,2 +  3,6) = 0,4938 кг м2.                      (11)
	
	Потенциальная энергия системы П равна сумме энергии деформированной пружины П1 и энергии стержня в поле сил тяжести П2
П = П1  + П2.                                                      (12)
Каждое из этих слагаемых определяется как работа, совершаемая соответствующей силой на перемещении системы из отклонённого положения в равновесное положение, каковым будем считать положение покоя при  P(t) ≡ 0.
	Потенциальная энергия деформированной пружины равна 



П1 =  c1(BB΄)2 =  c1r2                                                (13)
Здесь, ввиду малости угла поворота φ1, деформация пружины приравнена к дуге BB΄.
 Потенциальная энергия, соответствующая силе тяжести стержня G2,  равна
П2 = G2 h 2 = m2gh2.                                                                                   (14)
Здесь h2 – вертикальное смещение центра тяжести стержня. Из чертежа (рис.1) легко находим, что 

h 2 = .                                (15)

Разложим  cos φ2   в ряд Маклорена 

cos φ2  =1 -                                          (16)
и учтём, что рассматриваются малые колебания системы около положения равновесия, т. е. φ1, φ2  - малые величины. Тогда в правой части (16) можно пренебречь величинами четвёртого и более высоких порядков малости и записать (15) в виде


h2 =  .                                                    (17)
Подставим (7) в (17) а далее в (14) и получим 

П2  =                                                  (18)
С учётом формул (17) и (18) сумма (12) принимает вид






П = =  r2  =  c .                                    (19)
Следовательно, коэффициент жёсткости системы имеет значение


c = r2  = 0,252 = 506,3  Нм.          (20)
	
	Определим последовательно производные в уравнении (1) 



                                   (21)

Подстановка (21) в (1) даёт дифференциальное уравнение свободных колебаний 


из которого сразу выясняем частоту свободных колебаний системы при отсутствии трения в системе
ω0 = = 32,02 с-1.

Этой частоте соответствует период колебаний
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