Колебания системы с двумя степенями свободы 


Расчётно-проектировочная работа № 4
Колебания системы с двумя степенями свободы 
1. Содержание работы
   Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом r, с которым скреплен либо абсолютно жёсткий однородный стержень с массой  m2 и длиной l, либо тележка массой m3. Тела соединяются цилиндрическими винтовыми пружинами с коэффициентами жёсткости  c1, c2. 
Требуется: 
    1. Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты и составить в общем виде уравнения Лагранжа 2-го рода для свободных колебаний системы без учета сил сопротивления.
    2. Составить кинетическую и потенциальную энергии системы в виде квадратичных форм обобщенных скоростей и обобщенных координат. Записать матрицы инерционных и упругих коэффициентов.
    3. Получить систему дифференциальных уравнений свободных колебаний двух тел.
    4.   Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.
    5.   Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.
    6.  Записать обобщённые координаты в виде общего решения системы. 
2. Варианты заданий 1 – 10

	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Н/м

	1
	6,0
	18
	
	
	3,0
	7000
	3000

	2
	6,4
	20
	3,4
	50
	
	7500
	3200

	3
	6,8
	22
	
	
	3,8
	8000
	4000

	4
	7,2
	24
	
	
	4,0
	8500
	4400

	5
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	7000
	3000

	6
	6,2
	20
	
	
	4,2
	7200
	3100

	7
	6,8
	22
	3,4
	68
	
	8200
	4100

	8
	7,0
	24
	4,0
	60
	
	9000
	3600

	9
	6,4
	20
	3,4
	50
	
	7500
	2900

	10
	6,8
	22
	
	
	3,8
	8000
	4000
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Расчётно-графическая работа  №4
Свободные колебания системы с двумя степенями свободы 
1. Содержание работы
   Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом r, с которым скреплен либо абсолютно жёсткий однородный стержень с массой  m2 и длиной l, либо тележка массой m3. Тела соединяются цилиндрическими винтовыми пружинами с коэффициентами жёсткости  c1, c2. 
Требуется: 
    1. Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты и составить в общем виде уравнения Лагранжа 2-го рода для свободных колебаний системы без учета сил сопротивления.
    2. Составить кинетическую и потенциальную энергии системы в виде квадратичных форм обобщенных скоростей и обобщенных координат. Записать матрицы инерционных и упругих коэффициентов.
    3. Получить систему дифференциальных уравнений свободных колебаний двух тел.
    4.   Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.
    5.   Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.
    6.   Записать обобщённые координаты в виде общего решения системы. 


2. Варианты заданий 11 - 20


	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Н/м

	11
	7,2
	24
	4,0
	60
	
	8500
	8500

	12
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	7000
	4000

	13
	
	
	4,2
	65
	6,2
	3000
	3000

	14
	6,8
	22
	3,6
	80
	
	8500
	2200

	15
	7,0
	24
	3,2
	40
	
	8200
	6000

	16
	6,0
	18
	4,0
	60
	
	7500
	2000

	17
	6,4
	20
	
	
	3,4
	8000
	1000

	18
	6,8
	22
	3,8
	55
	
	9200
	3200

	19
	7,2
	24
	4,0
	60
	
	8600
	1600

	20
	6,0
	18
	3,2
	40
	
	9000
	3400



[image: 2-11-20]


Расчётно-графическая работа  №4
Свободные колебания системы с двумя степенями свободы
1. Содержание работы
   Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом r, с которым скреплен либо абсолютно жёсткий однородный стержень с массой  m2 и длиной l, либо тележка массой m3. Тела соединяются цилиндрическими винтовыми пружинами с коэффициентами жёсткости  c1, c2. 
Требуется: 
    1. Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты и составить в общем виде уравнения Лагранжа 2-го рода для свободных колебаний системы без учета сил сопротивления.
    2. Составить кинетическую и потенциальную энергии системы в виде квадратичных форм обобщенных скоростей и обобщенных координат. Записать матрицы инерционных и упругих коэффициентов.
    3. Получить систему дифференциальных уравнений свободных колебаний двух тел.
    4.   Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.
    5.   Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.
    6.   Записать обобщённые координаты в виде общего решения системы. 

2. Варианты заданий 21 - 30


	Номер варианта
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	m3
кг
	c1
Н/м
	c2
Н/м

	21
	
	
	4,2
	65
	6,2
	7800
	2500

	22
	6,8
	22
	3,4
	50
	
	8400
	4000

	23
	7,0
	24
	3,8
	55
	
	3000
	3000

	24
	6,4
	20
	
	
	3,2
	8500
	2200

	25
	6,8
	22
	3,4
	50
	
	8200
	6000

	26
	7,2
	24
	
	
	3,4
	7500
	2000

	27
	6,0
	18
	4,0
	60
	
	7900
	1000

	28
	6,2
	20
	3,4
	50
	
	7400
	3200

	29
	6,8
	22
	3,8
	55
	
	5400
	1600

	30
	7,0
	24
	3,6
	90
	
	8000
	3400
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Пример выполнения
расчётно-проектировочной работы № 4:
«Свободные колебания системы с двумя степенями свободы»

1.Содержание работы

Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом  r; абсолютно жёсткого однородного стержня с массой  m2  и длиной  l; цилиндрических винтовых пружин с коэффициентами жёсткости  c1; c2. 
Требуется: 
        1. Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты и составить в общем виде уравнения Лагранжа 2-го рода для свободных колебаний системы без учета сил сопротивления.
    2. Составить кинетическую и потенциальную энергии системы в виде квадратичных форм обобщенных скоростей и обобщенных координат. Записать матрицы инерционных и упругих коэффициентов.
    3. Получить систему дифференциальных уравнений свободных колебаний двух тел.
    4.   Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.
    5.   Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.
    6.   Записать обобщённые координаты в виде общего решения системы. 

[image: ]2. Расчётная схема 


В качестве обобщённых координат движения заданной плоской механической системы (рис. 1) примем x(t) – перемещение конца стержня А, отсчитанные от положения равновесия и 
φ(t) - угол поворота блока вокруг оси.
Следует учесть, что в состоянии покоя из-за действия силы тяжести стержня АС система уже находится в отклонённом положении, т. е. обобщённые координаты имеют «донулевые» значения x0 и φ0. Выбранные обобщённые координаты в любой момент времени однозначно определяют конфигурацию механизма. Из этого следует, что система обладает двумя степенями свободы.
3.Таблица исходных данных

	Второе число
шифра
	m1
кг
	r
см
	m2
кг
	l
см
	c1
Н/м
	c2
Н/м

	5
	2
	16
	3
	40
	8200
	2500


4. Уравнения Лагранжа II рода для свободных колебаний системы без учета сил трения в общем виде
Для системы с двумя степенями свободы дифференциальные уравнения свободных колебаний без учета сопротивления среды составляются с помощью уравнений Лагранжа II рода 
	         	(1)
где  T – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия,	Определим последовательно величины, входящие в (1). 

5.  Кинетическая и потенциальная энергии системы в виде квадратичных форм обобщенных скоростей и обобщенных координат. 
Матрицы инерционных и упругих коэффициентов.

Функции  T, П вычисляются с точностью, при которой справедливы формулы 







T =  a11 + a12 +  a22;        П =  c11x2 +c12xφ + c22 φ2,           (2)
где  aij, сij - коэффициенты инерции и жёсткости. Выражения в правых частях (2) представляют квадратичные формы обобщённых координат и обобщённых скоростей. Коэффициенты образуют симметричные квадратные матрицы инерции и жёсткости

 .
	Кинетическую энергию системы найдём как сумму кинетических энергий блока и стержня
               T = T1 + T2.                                                           (3)
Кинетическая энергия вращающегося блока определяется по формуле



                          T1 =  J1 ,                                                         (4)

где  J1 - осевой момент инерции блока, - угловая скорость вращения. Они вычисляются по известным формулам




                   	 J1 =  m1 r2 ,       = .
Подставляя их в (4), получим



	  T1 = m1 r2 .                                                    (5)
	Кинетическая энергия стержня AC, вращающегося вокруг шарнира C 


	T2 =  J2 ,                                                             (6)
причём осевой момент инерции определяется по известной формуле

	J2 =  m2 l2.
Очевидно (рис. 3.3.2.1), что 

ω2 = 
С учётом этих значений кинетическая энергия стержня (6) принимает вид




T2 =  m2 l2 = .                                            (7)
Формулы (3), (5), (7) дают 



T = = m1 r2  + .                                            (8)
Сравнивая (2) и (8), получим значения элементов инерционной матрицы


a11 =  m2 =  = 1 кг, 
  a12 = a21 = 0, 


 a22 = m1 r2 = ·2·0,162 = 0,0256 кг м2.
	Потенциальная энергия системы П равна сумме потенциальных энергий деформированных пружины П1, П2  и стержня AC в поле сил тяжести ПG
	П  =  П1  + П2 + ПG	(9)


Каждое из этих слагаемых равно работе, совершаемой соответствующей силой на перемещении системы из отклонённого положения в равновесное положение, каковым будем считать положение покоя.



	Точки A, B, D во время колебаний перемещаются по дугам соответствующих окружностей. Но эти перемещения в обычном режиме достаточно маленькие и поэтому примем, что отклонения происходят по прямым линиям, и при этом AA' AC,  BB' BE,   DD' DC. 
	Для первой пружины









П1 =  c1(DD΄+f0)2 -  c1 =  c1- c1  =  c1 .  (10)
В данном подсчёте учтено, что первая пружина в равновесном положении уже была растянута на величину  f0 = x0/2. 
	Для второй пружины




П2 =  c2(AA΄ - BB´)2 =  c2(x – rφ)2 =  c2(x2 – 2 r x φ  +r2 φ2).              (11)

Потенциальная энергия отклонённого стержня A'C в поле сил тяжести


П3 = - G h = - m2g DD΄ сos 30° = -  m2g x сos 30°.                              (12)
Здесь G – вес стержня, h - перемещение центра тяжести стержня в вертикальном направлении в процессе колебаний. Знак минус учитывает тот факт, что сила тяжести направлена вниз, а перемещение из отклонённого положения в равновесное положение направлено вверх. Подстановка (10), (11), (12) в (9) даёт




П =  c1  +  c2(x2 – 2 r x φ + r2 φ2) -  m2g x сos 30°.               (13)
Известно, что в положении равновесия, т.е. при нулевых значениях обобщенных координат (x = 0, φ = 0) обобщенные силы системы равны нулю, а потенциальная энергия минимальна, следовательно, должно быть



 = 0,                         = 0.                                 (14)
Выполнив первое дифференцирование (14) с учётом (13), и, приравняв x и φ к нулю, получим


c1x0 –  m2g сos 30° = 0.
Учёт этого выражения упрощает формулу (13) и она принимает вид




П =   x2 – c2r x φ +  c2 r2 φ2.                                      (15)
Сравнение формул (2) и (15) даёт элементы матрицы жёсткости 



c11 =  =  = 4550 Н/м,

c12 = c21 = - c2 r =  = - 400 Н,    

 c22 = c2 r2= = 64 Нм.
	
	
6. Система  дифференциальных уравнений свободных колебаний 
Определим последовательно производные от кинетической энергии



	T = = m1 r2  +    
и потенциальной энергии системы    



                                  П =   x2 – c2r x φ +  c2 r2 φ2.
Следуя алгоритму уравнений Лагранжа II рода, находим частные производные по обобщенным скоростям и обобщенным координатам



         - поскольку x не присутствует в Т явно,             


          


         - поскольку   не присутствует в Т явно.   
Полные производные по времени                            



           .      
     Подстановка полученных выражений в (1) даёт дифференциальные уравнения вынужденных колебаний 

a11 + c11x + c12φ = 0,

	a22 + c21x + c22φ = 0. 	(16)

В матрично-векторной форме их можно записать в стандартном виде


A + Cq = 0.                                                       (17)

Обобщённые координаты образуют вектор q(t) = . 
Матрицы  A  и  C  определены выше 


 .


5. Спектр собственных частот
	При свободных колебаниях образуется однородная система обыкновенных дифференциальных уравнений 

A + Cq = 0.                                                       (1)
Её решение имеет вид 
q(t) = U A1sin (kt + β).
Подстановка решения в (1) приводит сначала к уравнению относительно собственных форм, т. е. векторов U.

                     (C – k2A) U = 0,                                                 (2)

а затем - к частотному (характеристическому) уравнению

det(C – k2A) = 0,                                                   (3)

где  k – частота свободных колебаний,  – нуль-вектор. В развернутом виде уравнение (3) имеет вид

                                           (4)
или

(c11- k2a11) (c22- k2a22) – c12c21 = .                         (5)
При этом

a = a11 a22 = = 0,0256 кг м2,

b = a11c22 + a22 c11=  = 180,5 кг2 м2 /с2.

c = c11c22 – c12 c21= = 131200 Н. 
Решаем биквадратное уравнение (5)


с-2.
Отсюда получим

	               

	

Таким образом, спектр собственных частот есть множество 


K = {28,69;     78,91} с-1.


6 Спектр собственных форм


Каждой собственной частоте kj соответствует собственная форма (собственный вектор) , которую можно найти из системы уравнений (1.2)

,         j = 1, 2.
В развернутой форме она имеет вид


.                                   (1)

Определитель матрицы коэффициентов системы (1) равен нулю, так как из этого условия (а именно (5.4)) найдены собственные частоты kj. Следовательно, (1) представляет систему линейно зависимых уравнений, и поэтому компоненты вектора Uj находятся отсюда с точностью лишь до постоянного множителя. Отсюда также следует, что одним из компонентов вектора Uj необходимо задаваться, а другой - находить как решение любого из двух уравнений (1). Пусть 

.
Найдем из первого уравнения, что



Поочерёдно подставляя ,  находим


Таким образом, получен спектр собственных форм в виде вектора

                                   (2)
Его компоненты, в свою очередь, являются вектор-столбцами и должны обладать свойством ортогональности с весами по матрицам инерции и жёсткости. В первом варианте это означает выполнение равенства 


Или с учётом элементов ранее приведённой матрицы  A  должно быть

.
Подставляя значения, имеем


Во втором варианте условие ортогональности собственных форм имеет вид

или

.
Подставим значения и получим


Условия ортогональности собственных форм в двух различных вариантах выполняются. Значит, спектр собственных форм найден правильно.

7.  Обобщённые координаты в виде общего решения системы
x(t) = u11sin (k1 t + β1 )+ u12 sin (k2 t + β2)=
                               =sin (28,69 t + β1 )+ sin (78,91 t + β2) см;
(t) = u21 sin (k1 t + β1 )+ u22  sin (k2 t + β2)=


	=sin (28,69 t + β1 ) – sin (78,91 t + β2) рад	.
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