Контрольная работа для 2 семестра  2013 – 2014 уч.г. 

и методическое руководство  по ее выполнению.

Указания по выполнению контрольной работы

1. Номер варианта контрольной работы соответствует последней цифре номера студенческого билета.

2. В заголовке контрольной работы написать фамилию, имя, отчество, курс, группу, номер студенческого билета, вариант контрольной работы и дату сдачи ее в институт.

3. Решение задач располагать в порядке номеров, указанных в заданиях, сохраняя их номер.

4. Перед решением каждой задачи выписать полностью условие.

5. Решение каждой задачи сопровождать объяснениями и заканчивать ответом.

6. Оформление решений производить аккуратно, с минимальным количеством исправлений. Оставить поля для замечаний проверяющего.

7. Завершить контрольную работу и сдать в деканат за 15 дней до начала сессии.

Теоретические вопросы

1. Понятие функции одной переменной.

2. Основные свойства функций.

3. Элементарные функции и их графики.

4. Предел функции в точке и в бесконечности

5. Основные теоремы о пределах.

6. Асимптоты графика функции.

7. Непрерывность функции, точки разрыва.

8. Производная функции одной переменной.

9. Правила вычисления производных простейших элементарных функций.

10. Дифференциал.

11. Производные и дифференциалы высших порядков.

12. Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей.

13. Интервалы монотонности и экстремумы функции одной переменной.

14.  Выпуклость и вогнутость графика функции, точки перегиба.

15. Приложения дифференциального исчисления функций одной переменной.

16.  Приложение дифференциала в приближенных вычислениях.

17. Понятие функции нескольких переменных. График функции двух переменных.

18. Частные производные первого порядка.

19. Частные производные высших порядков.

20. Полный дифференциал.

21. Производная по направлению и градиент.

22. Элементы теории экстремума функции двух переменных.

23. Условный экстремум, метод множителей Лагранжа.

24. Первообразная функция и неопределённый интеграл.

25. Свойства неопределенного интеграла.

26. Методы интегрирования неопределенного интеграла: разложения, замены переменной и интегрирования по частям.

27. Интегрирование отдельных классов функций.

28. Понятие определенного интеграла, его свойства.
29. Методы вычисления определенного интеграла.
30. Приложения определённого интеграла: вычисление площадей плоских фигур и объёмов тел вращения.

31. Основные понятия о дифференциальных уравнениях.

32. Типы дифференциальных уравнений.

33. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 

34. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка.

35. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения первого порядка.

36. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка.
37. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.
38. Числовые ряды. Сходимость числовых рядов.
39. Признаки сходимости рядов с положительными членами.
40. Знакопеременные и знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница сходимости знакопеременных рядов.

41. Степенные ряды. Область сходимости степенных рядов. 

42. Радиус сходимости степенного ряда. Теорема Абеля.

43. Разложение элементарных функций в степенные ряды.

44. Ряд  Тейлора (Маклорена).
Контрольная  работа по дисциплине «Математический анализ»
Задание 1. 

Найти область определения функции:
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7. f(x) = arcos (x2 – 1)

8. f(x) = arcsin (2 – 3x)

9. у = log3 sin x + 
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Задание 2.

Найти предел функции:
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Задание 3. 

Найти производные функций

1. у = х 3 * ln2 x

2. y = cos2x + ln (tg 
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3. y = 3x * ln (1 – x2)

4. y = (xe2x + 3)5
5. y = sin (x2 + 2x)

6. y = ex * ln sin x

7. y = sin x * e cos x
8. y = (x2 + 2x + 2) * e –x
9. y = cos 3 
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10.  y = (sin 
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Задание 4.  Вычислить приближенно с точностью 
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Задание 5.  Найти неопределенные интегралы:
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Задание 6.  Найти определенные интегралы: 
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Задание 7.  Решить уравнение с разделяющимися переменными:
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Задание 8.  Решить дифференциальные уравнения:
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Задание 9.  Решить краевую задачу:
	1. 

,




	2. 

,




	3. 

,





	4. 

,




	5. 

,




	6. 

,





	7. 

,




	8. 

,




	9. 

,





	10. 

,



.
	
	


Задание 10.  Исследовать сходимость ряда:
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Задание 11.  Найти области сходимости рядов:

	1. 

,
	2. 

,
	3. 

,

	4. 

,
	5. 

,
	6. 

,

	7. 

,
	8. 

,
	9. 

,

	10. 

.
	
	


Задание 12.  Разложить в ряд Маклорена функцию:
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Задание 13.  Найти экстремум функции двух переменных:
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Задание 14. Выполнить тест
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Решение типовых примеров

1. Найти неопределенный интеграл:

а) 
[image: image122.wmf]dx

х

х

х

ò

+

-

3

5

3

;   б) 
[image: image123.wmf]ò

-

dx

х

100

)

1

3

(

;   в)[image: image124.wmf]dx

х

х

ò

-

3

2

3

1

;   г) [image: image125.wmf](

)

ò

-

dx

е

х

х

3

2

5

.

Справочный материал

Функция F(x) называется первообразной для функции f(x), если (F(x))’=f(x).

Первообразная определена неоднозначно: если F(x) – первообразная для функции f(x), то F(x)+C – также первообразная для данной функции. 

Множество всех первообразных для функции f(x) называется неопределенным интегралом и обозначается 
[image: image126.wmf]ò
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, где f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, С –  произвольная постоянная (С = const), 
[image: image127.wmf]ò

 - знак операции интегрирования, d – знак операции дифференцирования.

Свойства неопределенного интеграла:
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Таблица 1 (неопределенных интегралов)
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Решение. а) 
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Чтобы найти данный неопределенный интеграл, воспользуемся методом разложения, который заключается в разложении подынтегральной функции на сумму функций и использовании свойств неопределенного интеграла 1 и 2.


[image: image149.wmf]dx

х

х

х

ò

+

-

3

5

3

=
[image: image150.wmf]dx

х

х

х

х

х

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

3

5

3

=
[image: image151.wmf]dx

х

х

х

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

3

5

2

1

2

5

=(св-во 2) = 
=
[image: image152.wmf]dx

х

dx

х

dx

х

ò

ò

ò

+

-

3

5

2

1

2

5

 = (св-во 1) = 
[image: image153.wmf]dx

х

dx

х

dx

х

ò

ò

ò

+

-

1

3

5

2

1

2

5

=(используем формулы 3 и 4 из таблицы 1 н.и.)= 
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Ответ: 
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Данный интеграл вычисляется методом замены переменной (линейная замена). Обозначим выражение в скобках через t: 3х – 1 = t, тогда d(3х – 1)=dt => 3dх = dt =>[image: image159.wmf]dt
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Здесь при вычислении интеграла используется также метод замены переменной (нелинейная замена).
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Для решения этого примера нужно использовать метод интегрирования по частям. 

Формула интегрирования по частям имеет вид:  
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Этот метод применяется для двух групп интегралов:

I. 
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 (где m=const). В этой группе в качестве u выбирают х, а остальная часть подынтегрального выражения принимается за dv (u = x).

II. 
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 (где m=const). В этой группе xdx = dv.

В нашем случае интеграл относится к первой группе интегралов, поэтому в качестве u возьмем 5х – 2 (u = 5х – 2), а dv = e3x∙dx.
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(по формуле интегрирования по частям) = 
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2. Вычислить определенные интегралы:

а) 
[image: image195.wmf]ò
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Для вычисления определенных интегралов используется формула Ньютона-Лейбница:
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(где а – нижний предел интегрирования, b – верхний предел, F(x) – первообразная для функции f(x). Для нахождения первообразной F(x) используются те же методы, что и при вычислении неопределенных интегралов).

Решение.
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б) Используем метод замены переменной: 
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Замечание: В отличие от метода замены для неопределенных интегралов, для определенных интегралов нет необходимости возвращаться к старой переменной интегрирования (х), если перейти к новым пределам интегрирования (в нашем примере старыми пределами были а = 0, b = 
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3. Решить дифференциальные уравнения:
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Основные понятия

Обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ) называется уравнение вида:   F(x, y, y’, y’’, …, y(n)) = 0,  которое связывает искомую функцию одной переменной у = у(х), эту переменную и производные различных порядков искомой функции.
Наивысший порядок производной, входящей в запись уравнения, называется порядком уравнения.

ОДУ n-го порядка называется разрешенным относительно старшей производной, если оно имеет вид: 

у(n) = f(x, y, y’, …, y(n-1)). 

Общим решением ОДУ n-го порядка называется функция 
  у=φ(х,С1,С2, …, Сn) (где Ci – произвольные постоянные), которая обращает данное уравнение в тождество при подстановке в него этой функции и ее производных. Количество постоянных в решении совпадает с порядком уравнения. 

Если общее решение уравнения будет получено в виде: 

Ф(х, у,С1,С2, …,Сn) = 0, то говорят, решение получено в виде общего интеграла уравнения.

Частные решения уравнения получаются из общего при конкретных значениях постоянных. 

ОДУI (обыкновенные дифференциальные уравнения 1-го порядка) 

ОДУI в общем случае имеет вид: F(x, y, y’) = 0.

Разрешенное относительно производной: y’ = f(x, y)






или Р(х, у)dx + Q(x, y)dy = 0.

Задача нахождения решения уравнения  y’ = f(x, y), удовлетворяющего начальному условию y(x0) = y0, называется задачей Коши.

Общим решением ОДУI называется функция у = φ(х, С) (С = const), такая что:

1) она является решением уравнения при любом значении С;

2) для любого начального условия y(x0) = y0, существует С=С0, т.что      у = φ(х, С0)  удовлетворяет данному начальному условию.

Геометрически общее решение представляет собой семейство кривых на плоскости Оху, зависящее от С. Эти кривые называются интегральными кривыми данного ОДУI.

ОДУI с разделяющимися переменными
ОДУI называется уравнением с разделяющимися переменными, если его можно привести к виду: f1(x)dx = f2(y)dy.

Такими уравнениями являются:

1) 
[image: image218.wmf])
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2) Р1(х)Р2(у)dx + Q1(x)Q2(y)dy = 0.

ОДУII
ОДУII в общем виде : 
F(x, y, y’,y’’) = 0.

Если оно разрешено относительно у’’, то имеет вид: y’’ = f(x, y, y’).

Задача нахождения решения уравнения y’’ = f(x, y, y’), удовлетворяющего начальным условиям: 
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 (где 
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), называется задачей Коши.

Общим решением ОДУII называется функция у = φ(х, С1, С2), зависящая от двух произвольных постоянных С1, С2 при следующих условиях:

1) она является решение уравнения при любых значениях С1, С2;

2) при любых начальных условиях 
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 существуют единственные значения С1 = С1 0, С2 = С2 0 такие, что у = φ(х, С1 0, С2 0) удовлетворяет данным начальным условиям.

Начальные условия можно задать и по-другому.

Пусть, например, решение ищется на отрезке [a, b]. Тогда для определения С1 0, С2 0 можно задать условия: 
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), т.е. задачу для ОДУII можно сформулировать следующим образом: на отрезке [a, b] найти решение ОДУII, удовлетворяющее условиям, заданным на концах отрезка.

F(x, y, y’,y’’) = 0,
 
[image: image224.wmf]î

í

ì

=

=

b

а

y

b

y

y

а

y

)

(

)

(

. Такая задача называется краевой задачей для ОДУII.

Линейное ОДУII с постоянными коэффициентами

Линейное ОДУII с постоянными коэффициентами имеет вид:
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  (3.1) , 
где 
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, а  f(x) – некоторая функция.

Если f(x) = 0, то уравнение 
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 (3.2) называется однородным.

В противном случае (т.е. уравнение (3.1)) – неоднородным.

Рассмотрим сначала решение однородного уравнения (3.2).
Метод решения этого уравнения состоит в следующем: по виду уравнения (3.2) составляется характеристическое уравнение 
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  (3.3).

Описание решений уравнения (3.2) зависит от того, имеет ли уравнение (3.3) два действительных корня, один действительный корень или не имеет действительных корней. 

Возможны следующие случаи:

1) Пусть характеристическое уравнение (3.3) имеет два различных действительных корня k1 и k2 (т.е. D>0). Тогда общее решение уравнения (3.2) имеет вид: 
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 (3.4).

2) Если уравнение (3.3) имеет один действительный корень k (кратности 2) (D=0), то общее решение уравнения (3.2):
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3) Если уравнение (3.3) не имеет действительных корней (D<0), то общее решение уравнения (3.2):
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 (3.6), 

где 
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Решение линейного неоднородного уравнения (3.1) можно найти методом подбора частного решения: Общее решение линейного неоднородного уравнения (3.1) равно сумме общего решения соответствующего однородного уравнения (3.2) у* и некоторого частного решения уравнения (3.1) 
[image: image234.wmf]у

: 
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Одним из способов нахождения 
[image: image236.wmf]у

 является подбор по виду правой части f(x). Приведем в виде таблицы наиболее часто встречающиеся виды правых частей и соответствующие им виды частных решений.

Таблица 2

	№
	Вид правой части f(x)
	Корни уравнения (3)
	Вид 
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	1
	a
	0 – не корень

0 – корень  
	A

Ax

	2
	aх + b
	0 – не корень

0 – корень  
	Ax + B

x(Ax + B)

	3
	aх2 + bx + c
	0 – не корень

0 – корень  
	Aх2 + Bx + C
x(Aх2 + Bx + C)

	4
	aemx
	m – не корень

m–однократный корень

m–двукратный  корень
	Aemx
Axemx
Ax2emx

	5
	(aх + b )emx
	m – не корень

m–однократный корень

m–двукратный  корень
	(Ах + В)emx
х(Ах + В)emx
х2(Ах + В)emx

	6
	a∙cosnx + b∙sinnx
	
[image: image238.wmf]±

in – не корни
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in – корни
	A∙cosmx + B∙sinmx
x(A∙cosmx + B∙sinmx)


В таблице А, В, С – неизвестные коэффициенты, которые находят путем подстановки частного решения в исходное дифференциальное уравнение (3.1) и приравнивания коэффициентов при одинаковых функциях в левой и правой частях полученного равенства. 

Если правая часть f(x) имеет вид суммы или произведения функций типов 1-6, то частное решение также следует подбирать в виде соответствующей суммы или произведения.

Решение. а) 
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Данное уравнение относится к ОДУI с разделяющимися переменными. 

Приведем уравнение его к виду f1(x)dx = f2(y)dy. 
Поскольку 
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, то получаем 
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. 
Умножим полученное уравнение на dx и разделим на у: 
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Затем проинтегрируем обе части уравнения: 
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. Используя свойства логарифмов, имеем: 
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, откуда получаем решение у = Сх (х≠0).
Ответ: Общим решением уравнения 
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 является функция у = Сх (х≠0).

б) 
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Это уравнение также является ОДУI с разделяющимися переменными (вид 2). Поэтому разделим переменные, перенеся второе слагаемое в правую часть уравнения и разделив затем обе части уравнения на х и у:
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Интегрируем обе части уравнения: 
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 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf]Þ
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Общее решение получили в виде общего интеграла.

Ответ: общее решение уравнения 
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в) 
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Это уравнение является линейным неоднородным ОДУII с постоянными коэффициентами. 

Чтобы его решить нужно: 

1) Найти общее решение соответствующего однородного уравнения 
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Для этого составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
[image: image263.wmf]0
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, k1 = 2, k2 = 3. Т.к. мы получили 2 различных действительных корня (это случай 1), то по формуле (3.4) общее решение однородного уравнения имеет вид у* = С1е2х + С2е3х.

2) Подобрать частное решение неоднородного уравнения. 

Правая часть f(x)= ех. Это случай 4 из таблицы 2. И поскольку m = 1 не является корнем характеристического уравнения, то частное решение должно иметь вид 
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= Aex (1-ая строка пункта 4 таблицы 2). Найдем первую и вторую производные частного решения: 
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. Т.о. частное решение уравнения 
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Т.к. 
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, то общее решение имеет вид у = С1е2х + С2е3х + 
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Ответ: Общее решение уравнения 
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 имеет вид 


у = С1е2х + С2е3х + 
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4. Решить краевую задачу для уравнения второго порядка 
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Решение. Решив данную задачу мы получим частное решение линейного ОДУII с постоянными коэффициентами при указанных начальных условиях.

Чтобы найти частное решение дифференциального уравнения, необходимо сначала найти его общее решение. 

Составим и решим соответствующее характеристическое уравнение 
[image: image286.wmf]0
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Данное характеристическое уравнение имеет 1 действительный корень k = 1. Поэтому общее решение уравнения имеет вид: у = С1ех + С2хех (формула (3.5)).

Теперь найдем такие значения постоянных С1 и С2, при которых выполняются заданные начальные условия. Т.к. у(0) = С1, а у(1) = С1е + С2е, то постоянные находим, решая систему
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Т.о. частное решение уравнения у = 3ех – 3хех.

Ответ: Решение данной краевой задачи имеет вид: у = 3ех – 3хех.

5. Исследовать сходимость ряда.

а) 
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б) 
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Справочный материал

Числовым рядом называется бесконечная последовательность чисел                     u1, u2, … , un, …, соединенных знаком «+»: [image: image295.wmf]å
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Числа u1, u2 , u3, , … называются членами ряда, а un – общим (или n-ым) членом ряда.

Ряд задан, если известен его общий член un = f(n) (n=1, 2, 3 …), т.е. задана функция f(n) натурального аргумента  n.

Сумма n первых членов ряда называется n – ой частичной суммой ряда                  Sn = u1+  u2 + … + un.

Ряд называется сходящимся, если существует конечный предел последовательности частичных сумм ряда, т.е. [image: image296.wmf]S
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Иначе ряд называется расходящимся.

Необходимый признак сходимости ряда: Если ряд сходится, то [image: image298.wmf]0
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Замечание: Рассмотренная теорема выражает только необходимый, но не достаточный признак сходимости. 

Следствие: Если 
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Ряды с положительными членами

Признак сравнения: Пусть даны два ряда с положительными членами: 
[image: image300.wmf]å
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 (1) и 
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(2), причем для любого n:  un ≤  vn (3). Тогда:

а) Если ряд (2) сходится, то ряд (1) тоже сходится.

б) Если ряд (1) расходится, то расходится и ряд (2).

Замечание. Т.к. сходимость ряда не изменится при отбрасывании конечного числа членов ряда, поэтому условие (3) не обязательно должно выполняться с первых членов ряда и только для членов с одинаковыми номерами. Достаточно, чтобы оно выполнялось с некоторого номера  n = k и   un ≤  vn+т .

Отметим ряды, которые часто используются для сравнения:

1) геометрический ряд 
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  –  сходится при  |q| < 1 и 







расходится при |q|  ≥ 1;

2) гармонический ряд  
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3) обобщенный гармонический ряд 
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Предельный признак сравнения: Если 
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 – ряды с положительными членами и существует конечный предел отношения их общих членов 
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Признак Даламбера: Пусть для ряда 
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б) если l > 1, то ряд расходится; 




в) если l = 1, то вопрос о сходимости ряда остается 




открытым (нужно использовать другие признаки сходимости).

Замечание: Если 
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Интегральный признак сходимости: Пусть дан ряд 
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, члены которого положительны и не возрастают, т.е. u1 ≥ u2 ≥ … ≥ un ≥ …, а функция f(x), определена при   х ≥ 1, непрерывна,  не возрастает и  f(1) = u1, f(2) = u2, …, f(n) = un, …. Тогда для сходимости ряда необходимо и достаточно, чтобы сходился несобственный интеграл 
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Решение. а) 
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Для исследования данного числового ряда с положительными членами применим предельный признак сравнения. Сравним данный ряд со сходящимся обобщенным гармоническим рядом 
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 => по предельному признаку сравнения, данный ряд, также как и обобщенный гармонический, сходится.

Ответ: ряд 
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б) 
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 Для исследования данного ряда применим признак Даламбера.

п-ый член ряда  
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Вычислим предел 
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=> по признаку Даламбера данный ряд сходится.

Ответ: ряд 
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в) 
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По признаку Даламбера, т.к. 
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Ответ: ряд 
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6. Найти область сходимости степенного ряда: 
а)
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Справочный материал

Ряды, членами которых являются степенные функции, называются степенными рядами: 
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 (6.1) , 

где С0, С1, …, Сп, … –  коэффициенты степенного ряда.

Совокупность тех значений х, при которых степенной ряд (6.1) сходится, называется областью сходимости степенного ряда.

Структура области сходимости степенного ряда устанавливается с помощью теоремы Абеля.

Теорема Абеля: 1) Если степенной ряд сходится при значении х=х0 ≠0, то он сходится, и притом абсолютно, при всех значениях х таких, что |x|< |x0|.

2) Если степенной ряд расходится при х = х1 , то он расходится и при всех значениях х таких, что |x| > |x0|.


расх-ся          сходится
расх-ся


-х1   -х0     0      х0    х1

х
Из теоремы Абеля следует, что существует такое число R ≥ 0, что при |x| < R  ряд сходится, а при  |x| > R   –  расходится. 

расх-ся     ?  сходится     ?
расх-ся


   -R           0          R

х
Число R называется радиусом сходимости, а интервал (-R; R) – интервалом сходимости степенного ряда. 

На концах интервала (т.е. при х = R  и х = – R) ряд может как сходится, так и расходится.

Замечание: 1) У некоторых рядов интервал сходимости вырождается в точку х = 0 (если R = 0), а у других – охватывает всю числовую ось (R = ∞).

2) При исследовании сходимости на концах интервала для ряда с положительными членами применять признак Даламбера не имеет смысла, т.к. всегда будет получаться 
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Решение. а)
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Применим признак Даламбера. Данный ряд будет сходиться, если 
[image: image333.wmf]n

n

n

u

u

1

lim

+

¥

®

< 1 и расходится, если если 
[image: image334.wmf]n

n

n

u

u

1

lim

+

¥

®

> 1. Поэтому вычислим 


[image: image335.wmf]n

n

n

u

u

1

lim

+

¥

®

 = 
[image: image336.wmf]n

n

n

n

n

n

n

x

x

×

×

×

×

+

+

+

¥

®

3

2

2

3

lim

1

1

1

 = 
[image: image337.wmf]x

2

3

.


[image: image338.wmf]x

2

3

< 1, если |x|<
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 EMBED Equation.3  [image: image342.wmf]3
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Исследуем сходимость ряда на концах интервала сходимости:

при х = – 
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 ряд принимает вид 
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а при х = 
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Оба ряда расходятся, т.к. не выполняется необходимый признак сходимости.

Ответ: область сходимости ряда 
[image: image351.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

3

2

;

3

2

.

б) 
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Вычислим 
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2х2 < 1, если |x|<
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При х = – 
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При х =  
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Ответ: область сходимости ряда 
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|x|< 1 => интервал сходимости (– 1; 1).

При х = – 1: 
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 EMBED Equation.3  [image: image372.wmf]...
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 – это знакочередующийся ряд, который сходится по признаку Лейбница, т.к. члены данного ряда убывают по абсолютной величине 
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 и предел общего члена 
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При х = 1: 
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 – расходящийся гармонический ряд.
Ответ: Т.о. область сходимости данного степенного ряда [– 1; 1).

7. Разложить в ряд Маклорена функцию 
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Справочный материал

Пусть функция f(x), определенная и n раз дифференцируемая в окрестности т. х = 0, может быть представлена в виде суммы степенного ряда (разложена в степенной ряд): 
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Ряд Маклорена для функции f(x) имеет вид: 
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. (7.1)
Не все функции могут быть разложены в ряд Маклорена. Может оказаться, что составленный ряд Маклорена для функции  f(x)  расходится или сходится к другой функции.

Если функция разложима в ряд Маклорена, то это разложение единственно.

Разложение в ряд Маклорена некоторых функций:

1) y = ex .  

Т.к. : f(х) =  f’(х) = f’’(х) =  … = f(n)(х) = ex    и   f (0) =  f’(0) = f’’(0) =  … = f(n)(0) = 1

=> 
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  (7.2)
Область сходимости ряда (-∞;+∞).

2) у = sin x .

 f(х) = sinx,   f’(х) = cosx,  f’’(х) = – sinx,  f’’’(х) = – cosx, …=>  f(0) = 0,   f’(0) = 1,  f’’(0) = 0,  f’’’(0) =– 1,… , очевидно, что f(2n)(0) = 0, а  f(2n+1)(0) = (-1)n. Т.о.
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 (7.3)
Область сходимости ряда (-∞; +∞).

3) у = cosx
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 (7.4)
Область сходимости ряда (-∞; +∞).

4)  у = (1+x)m,   для любого действительного m.
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(7.5) –  биномиальный ряд.

Интервал сходимости (-1; +1). На концах интервала сходимость зависит от m. 

Если  m – целое положительное число, то биномиальный ряд представляет собой формулу бинома Ньютона, т.к. при n = m+1, m – n + 1= 0 n-й член ряда и все последующие равны 0, т.е. получается конечная сумма. 

5) у = ln(1+x). 
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 (7.6)

Область сходимости ряда (-1; 1].

Решение. 
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Первый способ. Применим метод непосредственного разложения по формуле (1). 

Сначала найдем производные данной функции:

f’(х) = –2соsx∙sinx = –sin2x;     f’’(х) =  –2cos2x;      f’’’(х) = 22sin2x;     f(4)(х) = 23cos2x;      f(5)(х) = –24sin2x;      f(6)(х) = –25cos2x и т.д.   

При х = 0 значения функции и ее производных будут равны: 

f(0) = 1;     f’(0) = 0;     f’’(0) =  –2;     f’’’(0) = 0;     f(4)(0) = 23;     f(5)(0) = 0;    f(6)(0) = –25 и т.д. (т.к.  соs0 = 1, ∙sin0 = 0).

Теперь по формуле (7.1) запишем ряд Маклорена для функции
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Т.о. 
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или 
[image: image387.wmf].
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Второй способ. Учитывая, что 
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, используем готовое разложение (7.4) для функции cosx (в котором вместо х берем 2х). Тогда 
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Откуда 
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Раскрывая скобки, получим 
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или 
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Ответ: Ряд Маклорена для функции 
[image: image396.wmf].

)!

2

(

2

)

1

(

cos

0

2

1

2

2

å

¥

=

-

×

×

-

=

n

n

n

n

n

x

x


8. Вычислить приближенно с точностью ε=0,0001: 

а) [image: image397.wmf]5

36

; 

б) sin200; 

в) 
[image: image398.wmf]ò
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dx
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.

Решение. а) [image: image399.wmf]5
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.

Для вычисления представим 
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Т.к. [image: image401.wmf]8
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 входит в область сходимости степенного ряда (-1; 1), то при [image: image402.wmf]8
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, 
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, используя формулу (7.5) разложения в ряд Маклорена, получим
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Взяв первые 4 члена разложения, на основании следствия из теоремы Лейбница для сходящегося знакочередующегося ряда мы допустим погрешность [image: image406.wmf]n

R

, меньшую первого отброшенного члена (по абсолютной величине), т.е. [image: image407.wmf]n

R

< 0,000016< 0,0001.

Т.о. [image: image408.wmf]5

36


[image: image409.wmf]»

 2 + 0,05 – 0,0025 + 0,000188 [image: image410.wmf]»

 2,0477.

Ответ: [image: image411.wmf]5
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 [image: image412.wmf]»

 2,0477.

б) sin200.  

Для вычисления sin200 = [image: image413.wmf]9
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 запишем ряд Маклорена (7.3) при 
[image: image414.wmf]9
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, принадлежащем области сходимости (-∞; +∞):
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= 0,34907 – 0,00709 + 0,00004 – …

Необходимо взять первые 2 члена ряда, т.к. погрешность вычислений при этом [image: image417.wmf]n

R

< 0,00004 < 0,0001.
Итак sin200 
[image: image418.wmf]»

 0,34907 – 0,00709 
[image: image419.wmf]»

 0,3420.

Ответ: sin200 
[image: image420.wmf]»

0,3420.
в) 
[image: image421.wmf]ò
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Точное интегрирование здесь невозможно, т.к. данный интеграл «неберущийся». Поэтому здесь применяется приближенное вычисление с помощью разложения подынтегральной функции в ряд.

Заменим х на 
[image: image422.wmf]х

 в разложении (7.4), получим 
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Интегрируем полученный ряд в интервале (0; 1), принадлежащем интервалу сходимости ряда (-∞; +∞), получим:
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[image: image431.wmf]»

 1 – 0,25 + 0,01389 – 0,00139 
[image: image432.wmf]»

 0,7625.

(Оценка погрешности вычисления производится так же, как в примерах а) и б)).

Ответ: 
[image: image433.wmf]ò
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[image: image434.wmf]»

 0,7625.

9. Найти экстремум функции двух переменных z = x3 + y3 – 3ху. 

Решение. 1) Найдем частные производные данной функции по х и по у (z’x и z’y). Для нахождения частной производной по х надо считать переменную у постоянной (у = const), а для нахождения производной по у –переменную х постоянной (х = const). При этом сохраняются основные правила дифференцирования.

z’x = 3x2 – 3у;  z’y = 3y2 – 3х.

2) Находим критические точки функции, решив систему уравнений 
[image: image435.wmf]î
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=>
2 критические точки (0; 0) и (1; 1).

3. Найдем частные производные второго порядка:

z’x = 3x2 – 3у =>   z”xх = 6x;  z”xy = – 3;

z’y. = 3y2 – 3х =>  z”ух = – 3;  z”уy = 6у.

Вычислим их значения в каждой критической точке и проверим выполнение достаточного условия экстремума
:

В точке (0; 0): 
А = z”xх(0; 0) = 0; 




В = z”xy(0; 0) =  z”ух(0; 0) = – 3; 




С = z”уy(0; 0)= 0.

Т.к. ∆ = АС – В2 = 0∙0 – (– 3)2 = –9 < 0, то в точке (0; 0) экстремума нет. (Эта точка является седловой.)
В точке (1; 1): 
А = z”xх(1; 1) = 6; 




В = z”xy(1; 1) =  z”ух(1; 1) = – 3; 




С = z”уy(1; 1)= 6.

Т.к. ∆ = АС – В2 = 6∙6 – (– 3)2 = 27 > 0 и А = 6 > 0, то точка (1; 1) является точкой минимума.
4. Найдем экстремум функции zmiп = z(1; 1) = 13 + 13 – 3∙1∙1 = –1.

Ответ: Минимальной значение функции z = x3 + y3 – 3ху равно –1 (zmiп = –1).
	х
	0,5
	1,0
	1,5
	2,0
	2,5
	3,0
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� Стоящее в числителе общего члена n! = 1∙2∙3∙∙∙n – произведение n первых натуральных чисел называется факториалом (читается «эн факториал»).





� Достаточное условие экстремума функции двух переменных. Пусть функция z = f(x; y): 


а) определена в некоторой окрестности критической точки (x0; y0), в которой частные производные z’x(x0;y0)=0;  z’y.(x0;y0) = 0; 


б) имеет в этой точке непрерывные частные производные второго порядка z”xх(x0; y0) =А,  z”xy(x0; y0) = z”ух(x0; y0) = В; z”уy. (x0; y0) = С. 


Тогда, если ∆ = АС – В2 > 0, то в точке (x0; y0) функция имеет экстремум, причем если A<0 – максимум, если A>0 – минимум. В случае, если ∆ < 0, то функция экстремума не имеет. Если ∆ = 0, то вопрос о наличии экстремума остается открытым.
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