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     При изучении предлагаемого материала не пропускайте решенных в учебниках типовых примеров.

     Если их окажется недостаточно для того чтобы успешно выполнить предлагаемые задачи, обратитесь к соответствующим главам в сборниках задач (3)  и  (4).

Если и этого окажется недостаточно, тогда обратитесь за консультацией к преподавателям на кафедру математики  СГПТУ.

     По каждой теме предлагается решить один или два примера. При этом последняя цифра номера каждого решаемого Вами примера должна совпадать с последней цифрой номера Вашей зачетной книжки, а предпоследняя выбирается в зависимости от того, в каком году Вы поступили в СПГУТД. Если год Вашего поступления четный, то номер решаемых примеров выбирается  из номеров оканчивающихся на  .01  -  .10. 

Если же Вы поступили на первый курс в нечетном календарном году, то выбирайте из номеров, оканчивающихся на  .11  -  .20.
Тема 1. Математические модели экономических задач.

  Основные понятия.

    Математическое программирование – это раздел математики, посвященный методам  решения экстремальных задач (задач  оптимизации) функции нескольких переменных. 

    Математической моделью экономической задачи называется совокупность математических соотношений, описывающих рассматриваемый экономический процесс.  

  Для составления математической модели необходимо:

1) выбрать переменные задачи;

2) составить систему ограничений;

3) задать целевую функцию.

   Переменными задачи называются величины, 
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x

x

x

;...

;

2

1

, которые  характеризуют экономический процесс. Их обычно записывают в виде вектора 
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    Системой ограничений задачи называется совокупность уравнений и неравенств, которым удовлетворяют переменные задачи и которые следуют из ограниченности ресурсов или других экономических условий, например,  положительности переменных. В общем случае они имеют вид: 
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 (1.1)

  Целевой функцией называют функцию
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 (1.2)

 переменных 
[image: image5.emf]n


x


x


x


;...


;


2


1




n

x x x

;... ;

2 1

, которая характеризует качество выполнения задачи и экстремум которой требуется найти.

   Если целевая функция (1.2) и система ограничений (1.1) линейны, то задача математического программирования называется задачей линейного программирования (ЗЛП).

   Допустимым решением (планом) задачи ЛП называется любой п-мерный вектор 
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, удовлетворяющий системе ограничений и условиям неотрицательности переменных. 
   Оптимальным решением задачи ЛП называется такое допустимое решение (план) 
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 задачи, при котором целевая функция достигает экстремума.

  Таким образом, решение задачи ЛП заключается  в нахождении оптимального решения (плана)
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 и вычислении целевой функции при этом решении 
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  Будем рассматривать три формы ЗЛП, а именно:

1) общая задача;

2) основная задача;

3)  каноническая задача.   

  Задачу ЛП будем называть общей задачей, если система ограничений (1.1) содержит хотя бы одно неравенство, и основной задачей, если все ограничения системы (1.1) являются уравнениями. 

   Таким образом, общая задача ЛП имеет вид:

Дана система ограничений -  система т  линейных  уравнений и неравенств с п переменными         
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Условие неотрицательности переменных 
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(оно вытекает из экономического смысла вводимых переменных)

и линейная целевая функция, зависящая от п неизвестных
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где      
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 - вектор неизвестных.

   Каноническая задача является частным случаем основной задачи, т.е. система ограничений содержит только уравнения, при этом система  уравнений удовлетворяет двум условиям:

1) в каждом уравнении содержится  переменная с коэффициентом, равным единице, отсутствующая во всех остальных уравнениях. Такая переменная  называется базисной переменной;

2) свободные члены всех уравнений неотрицательны.

   Переменные, не являющиеся базисными, называются свободными переменными. В канонической задаче целевая функция  выражается  только через свободные переменные.

При т=2, п=4 например, каноническую задачу можно представить в виде:
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Здесь 
[image: image16.wmf]3
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 и 
[image: image17.wmf]4
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 - базисные переменные. 

   Если в канонической задаче положить все свободные переменные равными нулю, то базисные переменные  будут равны неотрицательным свободным членам уравнений. Полученное таким способом решение ЗЛП называется базисным решением (планом) канонической задачи. При 
[image: image18.wmf]0

2

1

=

=

x

x

 из системы (1.6) получим, что 
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 и базисное решение  задачи будет иметь вид.  При этом значение целевой функции 
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   Из трех задач ЛП главная роль отводится канонической задаче, т.к. алгоритм симплекс-метода непосредственно применяется к канонической задаче, а общая и основная задачи в конечном счете сводятся к канонической.

Пример  задачи линейного программирования (задача  об использовании ресурсов).
     Для производства двух видов изделий А и В используются три типа технологического оборудования: 
[image: image21.wmf]1
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,
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 и 
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. Для производства единицы изделия А оборудование первого типа используется в течении 1 часа, оборудование второго типа – 3 часа, оборудование третьего типа – 3 часа.

   Для производства единицы изделия В оборудование первого типа используется в течении 2 часов, оборудование второго типа – 3 часа, оборудование третьего типа – 1 час.

    На изготовление всех изделий предприятие может использовать оборудование первого типа не более чем 32 часа, оборудование второго типа – 60 часов, оборудование третьего типа – 50 часов.

   Прибыль от реализации единицы готового изделия А составляет 4 денежные единицы, а изделия В – 2 денежные единицы. 

    Составить план производства изделий А и В, обеспечивающий максимальную прибыль от их реализации.

Запишем исходные данные в таблицу:

	Тип оборудования
	Запас ресурса
	Расход ресурса на единицу продукции

	
	
	А
	В

	
[image: image24.wmf]1
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	32
	1
	2
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	60
	3
	3

	
[image: image26.wmf]3
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	50
	3
	1

	Прибыль
	4
	2


   Составим экономико-математическую модель задачи. Под планом производства будем понимать ответ вопрос: сколько изделий А и сколько изделий В надо выпустить, чтобы прибыль была максимальна.

Ведем переменные задачи: пусть 
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 - объем выпуска изделия А, 
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 - объем выпуска изделия В.

Прибыль рассчитывается по формуле: 
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Тогда математическая модель задачи будет иметь вид:

1) Система ограничений:
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2) По смыслу задачи  переменные 
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 (условие неотрицательности переменных).

3) Целевая функция - суммарная прибыль от реализации изделий:
[image: image32.wmf]max

2

4

)

,

(

2

1

2

1

®

+

=

x

x

x

x

Z

.

Итак, экономико-математическая модель задачи: найти такой план выпуска изделий 
[image: image33.emf](
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, удовлетворяющий системе ограничений, при котором функция 
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 принимает максимальное значение. 

Тема 2.    Геометрическая интерпретация задачи линейного программирования.
     В случае, когда система ограничений  общей задачи ЛП содержит неравенства, связывающие  только две переменные, задача допускает наглядный графический способ решения.

     При 
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 общая задача имеет вид:
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(2.1)
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     Каждое линейное неравенство системы  (2.1) на плоскости 
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 определяет полуплоскость с границей, задаваемой прямой  
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; условия неотрицательности переменных определяют две полуплоскости с границами 
[image: image41.wmf].
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   Если система (2.1)- (2.2)  совместна, то пересечение полуплоскостей образуют выпуклый многоугольник, внутренние и граничные точки которого образуют область допустимых решений (множество планов). Этот многоугольник может быть ограниченным или представлять собой бесконечную выпуклую область.

    В случае несовместности системы (2.1)- (2.2)  множество решений пусто.

    Целевая функция 
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 является функцией двух переменных. Из теории известно, что градиент функции (
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)- это  вектор, координатами которого являются частные производные данной функции, т.е. 
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 перпендикулярен к линиям уровня и направлен в сторону наибольшего возрастания функции.

    Линиями уровня  функции двух переменных называют множество параллельных прямых 
[image: image46.wmf](
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   Решение задачи (2.1)- (2.3)  сводится к отысканию такой точки 
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, которая соответствует наибольшему (наименьшему) значению функции 
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   Построив прямую 
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 (например, при значении С=0), параллельным переносом ее перемещают по области решений в направлении 
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 или в противоположном направлении, если 
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    Оптимальное  значение целевая функция принимает в угловых точках (или на соединяющем их отрезке) многоугольника решений (в соответствии со свойствами задачи ЛП).

    Для нахождения координат точки, в которой целевая функция оптимальна, сначала по чертежу определяют те прямые, пересечением которых является найденная точка. Затем из уравнений этих прямых составляется система уравнений, решение которой дает координаты точки. 

 Вернемся к примеру о производстве двух видов изделий А и В, рассмотренному выше. Мы составили математическую модель задачи.  Поскольку задача содержит две переменные, решим ее графически.

    Для этого построим на плоскости 
[image: image55.wmf])
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 области, описываемые системой ограничений: 
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     Каждое из неравенств определяет полуплоскость с границей, задаваемой прямой. Выпишем соответствующие уравнения прямых и пронумеруем их.
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       или, после упрощения уравнения (2):   
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    Проведем на плоскости эти прямые. Для того чтобы определить, какая из двух полуплоскостей является решением данного неравенства, нужно в любой из полуплоскостей выбрать пробную точку и подставить ее координаты в левую часть неравенства.  Если получится верное неравенство, то содержащая пробную точку полуплоскость будет решением неравенства; если неравенство не выполняется, то решением является полуплоскость, не включающая пробной точки. Если прямая не проходит через начало координат, то в качестве пробной точки удобно брать точку (0;0) – начало координат. 

    Подставим в первое неравенство 
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=0 и 
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=0, получим верное неравенство 
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, следовательно, точка (0;0) – принадлежит полуплоскости решений.  Ее можно пометить каким-либо способом (на рис. – это красные точки).

Аналогично решаем два другие неравенства. 

   Условия неотрицательности переменных 
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]0
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 и 
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 EMBED Equation.3 [image: image65.wmf]0
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 определяют полуплоскости справа от прямой 
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=0 и вверх от прямой 
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   В результате три неравенства системы ограничений определяют на плоскости многоугольник (построен красным цветом), ограниченный слева и снизу координатными осями.

    Найдем 
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, он, как отмечалось ранее, указывает направление наискорейшего возрастания целевой функции.

    Найдем максимальное значение целевой функции на области решений. Для этого построим произвольную линию уровня, например 
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. График линии уровня (построен синим цветом) передвигается в направлении, обозначенном стрелкой, (в направлении своего градиента), до тех пор, пока не достигнет граничной точки многоугольника. Эта точка является  точкой пересечения линий (2) и (3). Решая систему, составленную из данных уравнений  
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получаем координаты точки – (15 ; 5), определяющие оптимальный план (решение) задачи 
[image: image72.wmf](
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     Таким образом, для получения максимальной прибыли объем выпуска изделия  А -
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 должен составлять 15 единиц, объем выпуска изделия В - 
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 должен составлять 5 единиц. При этом прибыль от реализации изделий составит:
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Тема 3. Симплекс- метод 

   Симплекс-метод разработан для  решения ЗЛП в каноническом виде.

Основное содержание симплексного  метода состоит в следующем. Для последовательного улучшения решения необходимо:

1. определить способ нахождения первоначального допустимого базисного, т.е. опорного решения;

2. указать способ перехода от одного опорного решения к другому;

3. задать критерии, которые позволяют своевременно прекратить перебор решений на оптимальном решении или сделать заключение об отсутствии решения.

    Как указывалось ранее, задача линейного программирования  называется  приведенной каноническому виду,  если

1) система ограничений  содержит только равенства;

2) правые части системы ограничений  и все переменные неотрицательны; 

Иногда ЗЛП симплексным методом решают только в одном виде, например, на максимум.  Будем рассматривать задачи, когда требуется найти максимум целевой функции.

 Тогда каноническая задача ЛП имеет вид:
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Векторная форма записи канонической ЗЛП:
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где СХ – скалярное произведение векторов 
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(их называют векторами условий) состоят соответственно из коэффициентов при переменных и свободных членов.

Переход от общей формы к канонической: 

1. Если в правой части системы ограничений имеются отрицательные числа, то необходимо умножить на «-1» обе части равенства, в котором в правой части стоит отрицательное число.

2. Чтобы перейти от неравенства к равенству  в системе ограничений, необходимо прибавить (вычесть) дополнительную неотрицательную переменную к левой части неравенства;

3. Если в задаче требуется найти минимум целевой функции, то вводим новую целевую функцию 
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. Т.е. достаточно изменить знаки всех коэффициентов целевой функции на противоположные, а в остальном задачу оставить без изменения. Оптимальные решения полученных таким образом задач на максимум и минимум совпадают, а значения целевых функций при оптимальных решениях отличаются только знаком.

Пример. Привести к каноническому виду ЗЛП:
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      Добиваемся, чтобы все правые части неравенств оказались неотрицательными. Для этого второе неравенство системы умножаем на (-1),  при этом  знак неравенства меняется на противоположный. Система приобретает вид: 
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3

,

2

,

1

;

0

;

5

3

;

2

2

4

;

1

2

3

1

3

2

1

3

2

1

=

³

ï

î

ï

í

ì

£

+

£

-

+

-

£

+

-

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


   Во все неравенства введем дополнительные переменные 
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Целевая функция имеет вид: 
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  Решение канонической ЗЛП симплекс-методом проводится в симплекс-таблице, куда заносятся  все исходные данные. 

    Каждому уравнению системы ограничений соответствует строка таблицы. В первый столбец выписывается базис системы векторов- условий. Во второй столбец  - коэффициенты целевой функции, соответствующие базисным переменным; в третий столбец выписываются свободные члены уравнений 
[image: image90.wmf]i
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, остальные элементы таблицы равны коэффициентам при соответствующих неизвестных.

  Последняя строка называется индексной, о ней скажем позже.

  Последний столбец оставим для оценочных отношений, необходимых для расчета наибольшего возможного значения переменной.
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  Если система ограничений состоит только из уравнений, правые части которых неотрицательны, и в каждом уравнении содержится разрешенная переменная, то эти базисные переменные канонической задачи составят естественный начальный опорный план (решение) 
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 при условии, что все неосновные переменные приняты равными нулю. Т.е., если, например, векторы
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 составляют базис, то начальное базисное решение будет 
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при этом значение целевой функции  составит: 
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 Такая задача называется задачей с естественным базисом. 

Если система ограничений не имеет базиса, то базисное решение можно найти методом Гаусса, однако чаще всего применяют так  называемый М-метод,  который будет рассмотрен далее.

  Продолжим решение примера (3.2).  Составим симплексную таблицу 
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  Векторы 
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 образуют естественный ортонормированный  базис, поэтому запишем их  в первый столбец таблицы. Переменные 
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 являются базисными переменными. Приравняв нулю свободные переменные (
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),  получаем  начальное базисное решение  
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    С помощью вышеприведённой таблицы мы выполнили шаг решения ЗЛП симплексным методом. Эта часть решения называется нулевым шагом или нулевой итерацией.

    Чтобы проверить оптимальность  найденного  решения, нужно для каждого вектора  
[image: image132.wmf]j

A

 при неизвестном  
[image: image133.wmf]j

x

  

 вычислить оценку  
[image: image134.wmf]j

  

D

 по формуле: 
[image: image135.wmf]j

j

б

j

c

A

C

-

=

D

 или  
[image: image136.wmf]å

=

-

=

D

m

i

j

ij

i

j

c

x

c

1

 (
[image: image137.wmf]j

б

A

C

 - скалярное произведение векторов 
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   Для нашего примера:
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Найденные значения оценок вносятся в индексную строку. Обратим внимание на то, что оценки всех базисных векторов равны нулю.

 Проверка на оптимальность -  это анализ индексной строки.

   Возможны 3 случая:

1. Все элементы индексной строки неотрицательны (
[image: image140.wmf]0
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) в задаче на максимум (или неположительные 
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 в задаче на минимум), тогда план оптимален и целевая функция достигла своего максимума. Ранее мы условились,  что будем рассматривать каноническую задачу на максимум. Если решается задача на минимум, то возможно ее преобразование к задаче на максимум заменой целевой функции 
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 на функцию 
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. Как известно решения этих задач совпадают.

2. Среди элементов индексной строки есть отрицательные (в задаче на максимум), но  в столбцах над ними нет положительных элементов, тогда говорят, что целевая функция не ограничена сверху на области решений,  и оптимального решения не существует.

3. Среди  оценок 
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 есть отрицательные и в столбцах над ними есть хоть один положительный элемент. Значит, целевая функция не достигла максимума и  надо переходить к следующему  шагу.

     В нашем случае в индексной строке имеется две отрицательные оценки 
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. Следовательно, найденное решение 
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 неоптимальное и его можно улучшить за счет введения в ортонормированный базис одного из векторов, имеющих отрицательные оценки. Лучше всего для этого выбрать вектор с максимальной  по абсолютной величине оценкой 
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[image: image149.wmf]3

3

-

=

D

 и, следовательно, вектор 
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 будем вводить в базис. Пометим его стрелочкой.

   Для определения вектора, выводимого из базиса, составляют  так называемые оценочные отношения, вычисляемые по формулам  
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В строке с минимальным 
[image: image152.wmf]i
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>0 находится вектор, выводимый из базиса. Эту строку будем называть разрешающей  (или ключевой) строкой. На пересечении разрешающей (i-ой) строки и разрешающего (j-го) столбца находится разрешающий (ключевой)  элемент.

    Значения оценочных отношений для нашего примера  внесены в последний столбец таблицы. 
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=1. Следовательно, разрешающий элемент находится на пересечении первой строки и третьего столбца (помечен красным цветом) и, следовательно, вектор
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 выводится из базиса, а вектор 
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 вводится. Теперь вектор, вводимый в базис, должен стать ортом, т.е. единичным вектором.   Эта операция выполняется методом Гаусса: 

1) Разрешающую строку делим на разрешающий элемент (если он не равен 1, как в нашем случае), получаем новую разрешающую  строку для следующей симплексной таблицы;

2) все остальные элементы разрешающего  столбца обнуляем с помощью новой разрешающей строки.

     В результате получим новую симплексную таблицу (первая итерация).
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 - новое базисное решение, значение целевой функции при этом решении 
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Вводится вектор  
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 вводится, 
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Все оценки отрицательны – план оптимален и единственен
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В результате трех итераций получено оптимальное решение 
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. Т.к. исходная задача содержала три переменные, то отбросим значения дополнительных переменных: 
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. Оптимальное значение целевой функции:
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   Следует отметить, что, если в оптимальном решении есть  оценки, равные нулю, у векторов, не вошедших в базис, то это говорит о том, что найденное оптимальное решение не единственно.

Решение задачи ЛП с искусственным базисом 

Метод искусственного базиса применяется для решения канонической ЗЛП в случае, когда задача не имеет начального решения с базисом из единичных векторов (ортонормированным базисом). 

В этом случае в  уравнения, не содержащие базисной переменной, добавляют  со знаком «+» неотрицательные переменные, называемые искусственными.

В отличие от дополнительных переменных, искусственные переменные влияют на целевую функцию 
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, они входят в нее с коэффициентами М, причем в задачу на максимум к коэффициентом  –М, в задачу на  минимум с коэффициентом  +М.  Величина М предполагается достаточно большим положительным числом 
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, значение которого не задается. Поэтому такая задача носит название М-задачи.

  В случае решения задачи на максимум расширенная задача  имеет вид:
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 Векторы 
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 называются искусственными векторами. Данная задача имеет начальное опорное решение 
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 (в этом случае исходный базис целиком состоит из искусственных векторов).

    Справедлива следующая теорема.

1. Если в оптимальном решении М-задачи все искусственные переменные равны 0, то соответствующие значения остальных переменных дают оптимальное решение исходной задачи;

2. если в оптимальном решении М-задачи хотя бы одна искусственная переменная отлична от 0, то исходная задача не имеет решения (из-за несовместимости системы ограничений);

3. если М-задача не имеет решения из-за неограниченности целевой функции, то и исходная задача решения не имеет.

Особенности алгоритма метода искусственного базиса.

1. Виду того, что начальное опорное решение расширенной ЗЛП содержит искусственные переменные, входящие в целевую функцию с коэффициентами 

     -М (max) или +М (min), оценка разложений векторов условий 
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     состоит из двух слагаемых 
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Т.к. М – велико, то на первом этапе расчета для нахождения векторов, вводимых в базис, используется только слагаемое 
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2. Векторы, соответствующие искусственным переменным, которые выводятся из базиса опорного решения, исключаются из рассмотрения.

3. После того как все векторы, соответствующие искусственным переменным, исключены из базиса, расчет продолжается обычным симплексным методом с использованием оценок 
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4. Переход от решения расширенной ЗЛП к решению исходной ЗЛП осуществляется с помощью указанных  ранее замечаний.

Пример. Найти решение следующей задачи.
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Приведем задачу к каноническому виду:
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  В первых двух уравнениях содержатся базисные переменные 
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 (это дополнительные переменные), а в третьем базисная переменная отсутствует, поэтому введем искусственную переменную 
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, которая и будет являться базисной. Решаем М-задачу.

Составим симплексную таблицу:

	Базис
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   Все оценки положительны, поэтому решение 
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Отбрасывая дополнительные переменные, получим ответ: 
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Тема 4. Двойственные задачи в линейном программировании.

       Любой задаче линейного программирования (исходной) можно поставить в соответствие другую задачу, которая называется двойственной или сопряженной. Обе задачи образуют пару двойственных задач. Каждая из задач является двойственной к другой задаче рассматриваемой пары.

  Пусть математическая модель исходной задачи имеет вид:
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Запишем ее в матричном виде:
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Правило построения двойственной задачи

1. Во всех ограничениях исходной задачи свободные члены должны находиться в правой части, а члены с неизвестными – в левой.

2. Ограничения-неравенства исходной задачи должны быть записаны так, чтобы знаки неравенств у них были направлены в одну сторону.

3. Если знаки неравенств в исходной задаче «
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», то целевая функция должна максимизироваться, т.е. 
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», то минимизироваться.

4. Каждому ограничению исходной задачи соответствует неизвестное двойственной задачи; так неравенству  
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5. Каждому  неизвестному исходной задачи соответствует ограничение двойственной задачи. Таким образом, количество неизвестных одной задачи соответствует числу ограничений другой.

6. Матрица коэффициентов системы ограничений двойственной задачи есть транспонированная матрица коэффициентов системы ограничений исходной задачи.

7. Целевая функция двойственной задачи имеет вид: 
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 - неизвестные в двойственной задаче, 
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 - свободные члены в ограничениях исходной задачи.
8. Целевая функция 
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 двойственной задачи должна оптимизироваться противоположным  образом по сравнению с 
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   В теории двойственности используются четыре пары двойственных задач (приведем их в матричной  форме записи):

            Исходная задача                         Двойственная задача

                                    Симметричные пары
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                                  Несимметричные пары


[image: image272.wmf](

)

(

)

0

,

min,

.

4

;

0

,

max,

.

3

³

=

®

=

³

=

®

=

X

B

AX

CX

X

Z

X

B

AX

CX

X

Z

                                             
[image: image273.wmf](

)

(

)

знака

  

любого

-

Y

.

max,

.

min,

C

YA

YB

Y

F

знака

любого

Y

C

YA

YB

Y

F

T

T

£

®

=

-

³

®

=


Здесь 
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Пример. Составить задачу, двойственную к данной.
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 Решение:     Приведем систему ограничений к одному знаку неравенств:
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  Ведем переменные двойственной задачи
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   Умножим правые части ограничений на соответствующие переменные двойственной задачи и сложим их, получим целевую функцию, которая максимизируется, поскольку целевая функция исходной задачи минимизировалась: 
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    Умножаем коэффициенты при 
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 на соответствующие переменные двойственной задачи и складываем их. Данная сумма меньше или равна коэффициенту при 
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 в целевой функции 
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. Аналогично составляются еще два ограничения двойственной задачи.  

  Получена двойственная задача, составляющая с исходной симметричную пару:
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Первая (основная) теорема двойственности.

  Если из пары двойственных задач одна обладает оптимальным решением (планом), то и другая имеет решение, причем для экстремальных значений  целевых функций выполняется соотношение 
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  Если целевая функция одной из задач не ограничена, то условия другой противоречивы.

Тема 5. Транспортная задача. 

Общая постановка задачи.

    Под названием «транспортная задача» (ТЗ) объединяется широкий круг задач с единой математической моделью. Данные задачи относятся к ЗЛП и могут быть решены симплексным методом. Однако матрица системы ограничений ТЗ настолько своеобразна, что для ее решения разработаны специальные методы. Эти методы позволяют найти начальное опорное решение, а затем, улучшая его, получить оптимальное решение.

Транспортная задача формулируется в следующем виде:  однородный продукт, сосредоточенный в  т пунктах  отправления 
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. Стоимость перевозки продукта из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения (тариф) равна 
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. Исходные данные ТЗ обычно представляют в виде таблицы:    

                                                                                                       Таблица 1

	Пункты поставки


	Запасы
поставщиков
	Пункты потребления
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	Запросы потребителей
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  Требуется составить такой план перевозок (т.е. указать количество перевезенного груза от каждого поставщика к каждому потребителю), при котором будут полностью разгружены поставщики и удовлетворены потребители, а транспортные  издержки будут минимальны.

 Если суммарные запасы  поставщиков равна суммарным запросам потребителей, т.е. 
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, то модель транспортной задачи называется закрытой, при нарушении этого условия – открытой.

    Рассмотрим задачу  ТЗ закрытого типа. Составим математическую модель задачи.

    Пусть 
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- количество единиц продукта, перевозимого по маршруту 
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. Задача заключается в нахождении таких величин 
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, при которых суммарная стоимость перевозок была бы минимальной. Т.о. переменными (неизвестными) ТЗ являются 
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 называется планом перевозок. 

    Так как произведение 
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 определяет затраты на перевозку груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения, то суммарные затраты 
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 определяют целевую функцию, минимум которой необходимо обеспечить по условию задачи. Следовательно, целевая функция имеет вид: 
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 (5.1)    

  Система ограничений состоит из двух групп уравнений:        
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[image: image324.wmf];

0

³

ij

x

 
[image: image325.wmf](

)

n

j

m

i

,...,

2

,

1

;

,...,

2

,

1

=

=

                                (5.3)

.

  Первые т  уравнений соответствуют ограничениям по запасам поставщиков, т.е. учитывают вывозимую от поставщиков продукцию, последние п  - продукцию, доставляемую потребителям.

    Математически транспортная задача ставится следующим образом: среди множества решений системы линейных уравнений   (5.2)  и неравенств (5.3) найти такое решение (план) 
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, который минимизирует целевую функцию    (5.1).

   Таким образом, транспортная задача является задачей ЛП и может быть решена симплекс-методом, алгоритм которого состоит из следующих шагов:

1. Построение начального плана.

2. Проверка его на оптимальность. Если план оптимален, то задача решена, в противном случае – переход к п.3.

3. Построение нового плана с меньшей (или равной ) стоимостью перевозок.

   Специфические особенности системы ограничений ТЗ привели к разработке упрощенного метода решения на каждом шаге алгоритма. 

      Пример. 

       Имеются три пункта поставки однородного груза А1, А2, А3 и пять пунктов В1, В2, В3, В4, В5 потребления этого груза. На пунктах А1, А2, А3 находится груз в количествах 90, 70, 110 тонн. В пункты В1, В2, В3, В4, В5 требуется доставить соответственно 50, 60, 50, 40, 70 тонн груза. Тарифы перевозок заданы в таблице 2:

                                                                                                                                          Таблица 2

	Пункты

поставки
	Пункты потребления
	Запасы

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	А1
	9


	1


	1


	5


	6


	90

	А2
	6

	4


	6


	8


	5


	70

	А3
	2

	9


	3


	5


	3


	110

	Потребности
	50
	60
	50
	40
	70
	


      Найти такой план перевозок, при котором общие затраты будут минимальными.

Составим математическую модель задачи:

      Обозначим 
[image: image327.wmf]ij

x

 - количество груза, перевезенного от поставщика i к потребителю j.

Становятся очевидными следующие ограничения (т.к. весь груз должен быть вывезен, и все потребности удовлетворены полностью):
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   При этом должна быть минимизирована целевая функция 
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1. Построение начального плана. 

   Прежде всего,  проверим, является ли задача закрытой.
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Поскольку 
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,  то мы имеем дело с закрытой ТЗ.

    Решение будем строить непосредственно в транспортной таблице (табл.1), приведенной в начале раздела. Начальный план строим   методом  северо-западного угла:

   Принцип заполнения таблицы состоит в том, что, начиная с крайней левой верхней ячейки (принцип северо-западного угла), количество грузов вписывается в таблицу так, чтобы потребности полностью удовлетворялись или груз полностью вывозился.

                                                                                                                                     Таблица 3                                                 

	Пункты

поставки
	Пункты потребления
	Запасы

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	А1
	9

50
	1

40
	1


	5


	6


	90

	А2
	6

	4

20
	6

50
	8


	5


	70

	А3
	2

	9


	3


	5

40
	3

70
	110

	Потребности
	50
	60
	50
	40
	70
	270


      Таблица 3 представляет собой начальный план задачи. Заполненные клетки таблицы соответствуют базисным переменным, пустые – свободным переменным из системы ограничений (5.2) (свободные переменные равны нулю). Поскольку система ограничений содержит 
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 линейно независимых уравнений, то и число базисных переменных будет таким же, (т – число поставщиков, п – число потребителей). План с 
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 заполненными клетками называется невырожденным, при меньшем числе заполненных клеток – вырожденным. Для того, чтобы снять вырождение, необходимо в пустые клетки записать нулевые перевозки, дополнив число базисных переменных до количества 
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. Ноль можно поставить только в пустую клетку, которая не образует цикла вместе с уже заполненными.

    Циклом называется такая последовательность клеток  таблицы ТЗ 
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, в которой две и только две соседние клетки расположены в одной строке или столбце, причем первая и последние клетки также находятся в одной строке или столбце. 

  Цикл изображают в виде замкнутой ломаной линии. В любой клетке цикла происходит поворот звена ломаной линии на 900. Простейшие циклы изображены на рисунке.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 Построение циклов начинают с какой-либо занятой клетки и переходят по столбцу (строке)  к другой занятой клетке, в которой делают поворот на 900 и движутся по строке (столбцу) к следующей занятой клетке и т.д., пытаясь возвратиться к первоначальной клетке. 

     Проверим вырожденность плана нашей задачи: мы имеем  трех поставщиков( т=3) и пять потребителей (п=5), следовательно 
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=7. Заполненных клеток  6, т.е. план – вырожденный. Поставим нулевую поставку в клетку (3.3).

2. Проверка плана на оптимальность

     При проверке плана на оптимальность воспользуемся методом потенциалов.

    Каждому поставщику 
[image: image345.wmf]i
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 и потребителю 
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 поставим в соответствие некоторые числа 
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 и 
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, называемые потенциалами, таким образом, чтобы   для каждой занятой клетки сумма потенциалов равнялась бы  стоимости перевозки, стоящей в этой клетке, т.е. 
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    Количество неизвестных  потенциалов составит 
[image: image350.wmf]m
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, а уравнений в системе ограничений  всего 
[image: image351.wmf]1
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. Поэтому один из потенциалов задается произвольно, после чего остальные потенциалы определяются однозначно. Обычно полагают 
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Критерий оптимальности: для того чтобы план ТЗ был оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы для всех пустых (незанятых)  клеток сумма потенциалов должна быть меньше или равна стоимости перевозки, стоящей в этой клетке, т.е. 
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    Проверим на оптимальность построенный нами план. Для этого вначале построим систему потенциалов.  Полагаем U1=0, а далее Ui + Vj = сij для занятых клеток таблицы.

(1.1):   U1 + V1 = 9 ;  V1 = 9

(1.2):    U1 + V2 = 1;   V2 = 1

(2.2):   U2 + V2 = 4;   U2 = 3

(2.3):    U2 + V3 = 6;   V3 = 3

(3.3):   
[image: image354.wmf]3

3

U

V

+

=3;    U3 = 0;  

(3.4):    U3 + V4 = 5 ;  V4 = 5;

(3.5):    U3 + V5 = 3 ;  V5 = 3

                                                                                                                     Таблица 4.

	Пункты

поставки
	
	Пункты потребления
	Запасы

	
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	
	
	V1=9
	V2=1
	V3=3
	V4=5
	V5=3
	

	А1
	U1=0
	9

50
	1

40
	1


	5


	6


	90

	А2
	U2=3
	6

	4

20
	6

50
	8


	5


	70

	А3
	U3=0
	2

	9


	3

0
	5

40
	3

70
	110

	Потребности
	
	50
	60
	50
	40
	70
	270


  Проверим критерий оптимальности. Просматриваем строки и для каждой незанятой клетки проверяем выполнение условия  
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(1.3):   U1 + V3 = 3>1 на 2

(1.4):     U1 + V4 = 5=5

(1.5):     U1 + V5 = 3<6

(2.1):    U2 + V1 = 12>6 на 6

(2.4):    U2 + V4 = 8=8

(2.5):   U2 + V5 = 6>5 на 1

(3.1):    U3 + V1 = 9>2 на 7

(3.2):   U3 + V2 = 1<9

   Поскольку условие оптимальности не выполнено для 4 клеток, то построенный план  не является оптимальным и может быть улучшен.
3. Улучшение плана.


Из условий, где критерий не выполняется, выбираем то условие, где разница максимальна. Это – клетка (3 . 1) и для нее строим цикл пересчета. 


Перебросим в ячейку (3 . 1) 50 единиц груза из ячейки (1 . 1).


Чтобы компенсировать недостаток в первой строке, перебросим те же 50 единиц груза из ячейки (2 . 3) в ячейку (1 . 3).


Теперь чтобы компенсировать недостаток в строке 2, перебросим из ячейки 

(3 , 5) 50 единиц в ячейку (2 . 5).


Таким образом, образовался цикл, показанный в таблице пунктиром. Клетка (3.1) – вершина цикла. Она находится в пустой клетке, остальные вершины – в заполненных. Клетка (3.1) помечена   знаком   «+», далее последовательно расставлены  знаки «-« и «+». Среди клеток, помеченных знаком «-«  обычно определяют наименьшее значение перевозки и его перемещают по циклу. В нашем случае эта величина составила 50 единиц груза.

                                                                                                                                       Таблица 5

	Пункты

поставки
	
	Пункты потребления
	Запасы

	
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	
	
	V1=9
	V2=1
	V3=3
	V4=5
	V5=3
	

	А1
	U1=0
	9

[image: image452.wmf]1
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-50 50 
	1

40
	1

 +50
	5


	6


	90

	А2
	U2=3
	6

	4

20
	6

-50 50
	8


	5

+50
	70

	А3
	U3=0
	2
 +50
	9


	3

0
	5

40
	3

-50 70
	110

	Потребности
	
	50
	60
	50
	40
	70
	270


Получаем новую таблицу, для которой повторяем расчет потенциалов:

Полагаем U1=0, а далее Ui + Vj = сij для занятых клеток таблицы.

U1 + V2 = 1   V2 = 1

U1 + V3 = 1   V3 = 1

U2 + V2 = 4   U2 = 3

U2 + V5 = 5   V5 = 2

U3 + V5 = 3   U3 = 1

U3 + V1 = 2   V1 = 5

U3 + V4 = 5   V4 = 4

                                                                                                                                        Таблица 6

	Пункты

поставки
	
	Пункты потребления
	Запасы

	
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	
	
	V1=1
	V2=1
	V3=1
	V4=4
	V5=2
	

	А1
	U1=0
	9


	1

40
	1

50
	5


	6


	90

	А2
	U2=3
	6

	4

20
	6


	8


	5

50
	70

	А3
	U3=1
	2
50
	9


	3


	5

40
	3

20
	110

	Потребности
	
	50
	60
	50
	40
	70
	270


Проверим критерий оптимальности: Ui + Vj 
[image: image356.wmf]£

 сij для свободных клеток.

U1 + V1 = 1<9

U1 + V4 = 4<5

U1 + V5 = 2<6

U2 + V1 = 4<6

U2 + V3 =4<6

U2 + V4 =7<8

U3 + V2 =2<9

U3 + V3 =2<3


Критерий выполнен, значит, полученное решение оптимально.

   Итак, оптимальный план перевозок:
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Найдем минимальную стоимость перевозок.
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Открытая модель транспортной задачи 

Открытые модели ТЗ могут быть двух видов:

а) 
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б) 
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В случае а) вводят фиктивный 
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 и полагают стоимость перевозок в этот пункт назначения 
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. Соответствующие значения  в оптимальном плане будут означать оставшийся неотправленным груз поставщиков.

В случае б) вводится фиктивный 
[image: image364.wmf](
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 и стоимостью перевозок 
[image: image366.wmf]0
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. Груз, соответствующий поставкам от фиктивного поставщика, останется недополученным потребителями.

Таким образом, открытая модель ТЗ может быть сведена к закрытой модели.

КОНТРОЛЬНАЯ  РАБОТА  

1.  -  2.      Примеры   1.01  -   1.20  и   2.01   -   2.20     решите  графическим методом.

     Во всех примерах этого раздела  к  системе линейных ограничений  следует добавить условие неотрицательности  всех переменных:   
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  3.  -  4.    Примеры 3.01  -   3.20  и   4.01   -   4.20   решите симплексным методом,

                 используя метод искусственного базиса и симплексные таблицы.
                 Во всех примерах этого раздела  к  системе линейных ограничений  следует 

                 добавить условие неотрицательности  всех переменных:  
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5.     Задача

     Прядильно-ниточное предприятие выпускает нитки с лавсаном (н/л) и нитки с капроном (н/к), для изготовления которых  использует хлопок I сорта (х/1), а также и хлопок II сорта (х/2). На  изготовление 1 тонны  (н/л)  требуется  A  кг  (х/1)  и     B  кг    (х/2), на  изготовление  

1 т (н/к)  требуется  C  кг   (х/1)   и    D   кг    (х/2).   Запасы хлопка на предприятии составляют соответственно:  P  кг  -  (х/1)   и   Q  кг  -  (х/2).  

Прибыль от реализации  1 т (н/л)  составляет   R  у. е., а от реализации  1 т  (н/к)   -   S  у. е. 
     Какой должен быть план производства, чтобы суммарная прибыль оказалась максимальной?

1) В  условие задачи  5.01  -  5.20    вместо буквенных данных подставьте соответствующие числовые, взятые из нужной Вам  строки  нижеследующей таблицы.

2) Составьте математическую модель этой задачи.

3) Составьте двойственную к ней задачу, приняв за неизвестные условные цены на хлопок.

4) Решив обе задачи графическим методом, проверьте выполнение основного принципа двойственности.

Таблица числовых данных к задачам  5.01  -  5.20.

	 
	Расход
	
	х1
	Расход
	
	х2
	Запас
	
	хлопка
	Приб.
	за
	1  т

	 
	 A
	(кг/т)
	C 
	B 
	(кг/т)
	D 
	P
	(кг)
	Q
	R
	(у.е.)
	S 

	 
	н/л
	 
	н/к
	н/л
	 
	н/к
	х1
	 
	х2
	н/л
	 
	н/к

	5.01
	34
	 
	14
	4
	 
	161
	266
	 
	350
	588
	 
	1995

	5.02
	51
	 
	16
	6
	 
	184
	456
	 
	600
	1053
	 
	2880

	5.03
	68
	 
	18
	8
	 
	207
	684
	 
	900
	1632
	 
	3915

	5.04
	85
	 
	12
	10
	 
	138
	570
	 
	750
	1605
	 
	2412

	5.05
	51
	 
	14
	6
	 
	161
	399
	 
	525
	945
	 
	2331

	5.06
	85
	 
	16
	10
	 
	184
	760
	 
	1000
	1965
	 
	3648

	5.07
	34
	 
	18
	4
	 
	207
	342
	 
	450
	732
	 
	3051

	5.08
	102
	 
	14
	12
	 
	161
	798
	 
	1050
	2268
	 
	3339

	5.09
	51
	 
	10
	6
	 
	115
	285
	 
	375
	729
	 
	1395

	5.10
	68
	 
	14
	8
	 
	161
	532
	 
	700
	1344
	 
	2667

	5.11
	119
	 
	4
	14
	 
	46
	266
	 
	350
	1533
	 
	780

	5.12
	136
	 
	6
	16
	 
	69
	456
	 
	600
	2208
	 
	1395

	5.13
	153
	 
	8
	18
	 
	92
	684
	 
	900
	2997
	 
	2160

	5.14
	102
	 
	10
	12
	 
	115
	570
	 
	750
	1836
	 
	2115

	5.15
	119
	 
	6
	14
	 
	69
	399
	 
	525
	1785
	 
	1251

	5.16
	136
	 
	10
	16
	 
	115
	760
	 
	1000
	2784
	 
	2595

	5.17
	153
	 
	4
	18
	 
	46
	342
	 
	450
	2349
	 
	972

	5.18
	119
	 
	12
	14
	 
	138
	798
	 
	1050
	2541
	 
	2988

	5.19
	85
	 
	6
	10
	 
	69
	285
	 
	375
	1065
	 
	963

	5.20
	119
	 
	8
	14
	 
	92
	532
	 
	700
	2037
	 
	1776


6.     В задачах  №№  6.01  - 6.20   нужно методом потенциалов решить транспортную задачу. Первоначальный опорный план составьте методом северо-западного угла.

     Имеется четыре ткацких фабрики    
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.  Известны запасы ткани на каждой ткацкой фабрике (в рулонах) и потребности в ней на каждой швейной фабрике. Известна также стоимость перевозки одного рулона ткани (у. е.) от  каждого поставщика к каждому потребителю. 

Найти такой план перевозок, при котором суммарные затраты  оказались бы минимальными.

     Условия (запасы, потребности и цена перевозки каждого рулона ткани) для каждого  номера задачи приведены в таблицах.

	
	№ 6.01
	 
	 
	
	
	 
	
	 
	№ 6.11
	 
	 
	
	
	 
	

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	90
	5
	2
	9
	4
	3
	
	A1
	90
	5
	2
	1
	4
	3
	

	A2
	80
	4
	4
	3
	2
	7
	
	A2
	70
	1
	3
	4
	2
	7
	

	A3
	60
	5
	4
	3
	0
	6
	
	A3
	60
	4
	4
	3
	0
	6
	

	A4
	40
	3
	2
	5
	7
	1
	
	A4
	40
	3
	2
	5
	7
	1
	

	"п"
	ПОТР
	40
	60
	60
	50
	60
	 
	"п"
	ПОТР
	70
	50
	60
	50
	30
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	
	№ 6.02
	
	
	
	
	 
	
	 
	№ 6.12
	 
	 
	
	
	 
	

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	85
	4
	3
	2
	6
	1
	
	A1
	40
	2
	8
	0
	2
	7
	

	A2
	40
	2
	7
	5
	4
	7
	
	A2
	60
	4
	2
	5
	1
	6
	

	A3
	75
	6
	4
	8
	7
	5
	
	A3
	90
	1
	5
	3
	5
	3
	

	A4
	60
	0
	9
	1
	3
	4
	
	A4
	60
	7
	3
	6
	4
	9
	

	"п"
	ПОТР
	60
	40
	30
	80
	50
	
	"п"
	ПОТР
	75
	40
	50
	20
	65
	 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.03
	
	
	
	
	
	
	 
	№ 6.13
	 
	 
	
	
	 
	

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	60
	6
	3
	4
	3
	1
	
	A1
	60
	5
	2
	1
	4
	3
	

	A2
	70
	9
	15
	2
	4
	8
	
	A2
	80
	1
	3
	4
	2
	7
	

	A3
	50
	3
	4
	0
	4
	7
	
	A3
	50
	4
	4
	3
	0
	6
	

	A4
	100
	5
	7
	2
	6
	1
	
	A4
	90
	3
	2
	5
	7
	1
	

	"п"
	ПОТР
	90
	45
	25
	30
	90
	
	"п"
	ПОТР
	90
	45
	25
	40
	80
	 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.04
	 
	 
	 
	 
	 
	
	
	№ 6.14
	 
	 
	 
	
	
	

	  "з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	75
	2
	3
	4
	2
	5
	
	A1
	50
	2
	1
	3
	7
	3
	

	A2
	40
	3
	1
	1
	7
	4
	
	A2
	70
	4
	3
	4
	4
	8
	

	A3
	60
	4
	3
	3
	6
	2
	
	A3
	55
	5
	8
	3
	5
	2
	

	A4
	45
	5
	9
	8
	3
	5
	
	A4
	55
	3
	5
	2
	6
	2
	

	"п"
	ПОТР
	30
	40
	60
	40
	50
	
	"п"
	ПОТР
	45
	40
	50
	50
	45
	 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.05
	
	
	
	
	 
	
	 
	№ 6.15
	 
	 
	
	
	 
	

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	90
	1
	4
	4
	7
	3
	
	A1
	90
	0
	2
	1
	2
	6
	

	A2
	60
	2
	3
	5
	2
	6
	
	A2
	80
	5
	4
	8
	3
	5
	

	A3
	50
	3
	4
	3
	1
	3
	
	A3
	70
	7
	6
	3
	1
	8
	

	A4
	90
	6
	2
	2
	1
	5
	
	A4
	50
	2
	1
	5
	4
	4
	

	"п"
	ПОТР
	50
	70
	60
	60
	50
	
	"п"
	ПОТР
	55
	40
	90
	30
	75
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.06
	
	
	
	
	
	
	 
	№ 6.16
	 
	 
	
	
	 

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	50
	4
	5
	8
	4
	2
	
	A1
	40
	5
	3
	1
	6
	4

	A2
	40
	2
	3
	6
	1
	9
	
	A2
	50
	2
	8
	4
	3
	2

	A3
	70
	6
	3
	7
	3
	5
	
	A3
	70
	6
	5
	6
	7
	3

	A4
	50
	4
	3
	2
	9
	3
	
	A4
	40
	0
	3
	7
	4
	2

	"п"
	ПОТР
	40
	35
	60
	35
	40
	
	"п"
	ПОТР
	35
	40
	45
	35
	45


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.07
	
	
	
	
	
	
	 
	№ 6.17
	 
	 
	
	
	 

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	80
	3
	5
	4
	2
	6
	
	A1
	85
	2
	2
	2
	3
	1

	A2
	70
	6
	2
	3
	1
	2
	
	A2
	65
	3
	3
	4
	5
	2

	A3
	90
	5
	4
	1
	3
	4
	
	A3
	70
	4
	4
	6
	7
	3

	A4
	30
	0
	2
	5
	4
	1
	
	A4
	60
	5
	1
	5
	4
	2

	"п"
	ПОТР
	40
	70
	60
	40
	60
	
	"п"
	ПОТР
	60
	50
	75
	45
	50

	 
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.08
	
	
	
	
	
	
	 
	№ 6.18
	 
	 
	
	
	 

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	60
	5
	3
	9
	0
	4
	
	A1
	60
	2
	4
	5
	6
	3

	A2
	60
	1
	5
	6
	2
	3
	
	A2
	50
	2
	6
	3
	4
	1

	A3
	60
	2
	7
	4
	1
	5
	
	A3
	60
	4
	7
	3
	5
	6

	A4
	60
	4
	2
	3
	5
	6
	
	A4
	60
	5
	4
	7
	5
	4

	"п"
	ПОТР
	70
	40
	30
	50
	50
	
	"п"
	ПОТР
	70
	20
	60
	30
	50

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.09
	
	
	
	
	 
	
	 
	№ 6.19
	 
	 
	
	
	 

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	60
	3
	2
	4
	7
	1
	
	A1
	70
	4
	3
	5
	2
	7

	A2
	60
	1
	5
	7
	3
	2
	
	A2
	50
	7
	1
	2
	3
	3

	A3
	55
	8
	3
	6
	0
	4
	
	A3
	60
	9
	2
	4
	5
	1

	A4
	35
	1
	2
	4
	3
	5
	
	A4
	30
	1
	3
	6
	4
	2

	"п"
	ПОТР
	40
	70
	30
	20
	50
	
	"п"
	ПОТР
	40
	45
	40
	35
	50

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	№ 6.10
	 
	 
	
	
	 
	
	 
	№ 6.20
	 
	 
	
	
	 

	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	"з"
	ЗАПАС
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	40
	3
	5
	2
	4
	1
	
	A1
	60
	7
	4
	5
	4
	3

	A2
	80
	2
	3
	6
	4
	7
	
	A2
	70
	3
	5
	4
	2
	4

	A3
	70
	0
	4
	3
	1
	2
	
	A3
	50
	1
	2
	3
	1
	2

	A4
	50
	5
	2
	4
	2
	5
	
	A4
	60
	5
	3
	2
	4
	2

	"п"
	ПОТР
	50
	30
	55
	45
	60
	
	"п"
	ПОТР
	40
	60
	50
	40
	50


�� EMBED Equation.3  ���
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