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ВВЕДЕНИЕ

Расчет нелинейных электрических цепей переменного тока имеет свои особенности  и нередко связан со значительными математическими трудностями. Последние обусловлены тем, что процессы в таких цепях описываются нелинейными дифференциальными уравнениями. Причем для различных по составу и сложности цепей уравнения имеют различный вид и характер. Математика не дает нам единого метода решения уравнений разных типов. Поэтому к каждой конкретной задаче приходится искать свой индивидуальный подход  и метод. Трудности еще усугубляются и тем, что характеристики нелинейных элементов получены,  как правило, опытным путем и очень часто не могут быть выражены достаточно простыми  математическими выражениями. В этом случае приходится прибегать к графическим и графоаналитическим методам, позволяющим, тем не менее, с достаточной для инженерной практики точностью получить решение поставленной задачи. 

Цель настоящего пособия заключается в оказании помощи студентам в изучении этого сложного и важного раздела электротехники. Изложение ведется на примере электрической цепи, содержащей катушку с ферромагнитным сердечником, индуктивность которой является функцией тока, и вебер-амперная характеристика по этой причине нелинейна. В рассматриваемой задаче напряжение на зажимах катушки имеет синусоидальную форму,  но даже в этом случае из-за нелинейности индуктивности  кривая тока искажается и становится несинусоидальной. Ее форма определяется графическим путем из сопоставления зависимости потокосцепления от времени и вебер-амперной характеристики. Аналитическое представление кривой протекающего по катушке тока осуществляется путем разложения ее в тригонометрический ряд. В пособии показываются два метода такого разложения.  Эту работу целесообразно проводить с помощью ЭВМ.
Так как в заданной цепи катушка с ферромагнитным сердечником является единственным нелинейным элементом, то после нахождения закона изменения тока процессы в линейной части цепи  рассчитываются известными методами теории несинусоидальных токов, базирующейся на представлении несинусоидальных периодических кривых в виде рядов Фурье. При этом  применяется метод наложения, и каждая гармоническая составляющая рассчитывается отдельно.

Задание на работу определяется студентом по трем цифрам присвоенного ему варианта. Численные значения параметров цепи выбираются по всем трем цифрам из приведенных таблиц. Перед началом работы советуем студенту изучить соответствующие разделы теории по конспекту лекций и рекомендуемой в конце пособия литературе.

1. ЗАДАНИЕ НА РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКУЮ РАБОТУ 

Электрическая цепь состоит из нелинейной индуктивности (катушки с ферромагнитным сердечником) и линейных элементов R1, R2, R3, L и C. Напряжение на зажимах катушки изменяется по закону 
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, поперечное сечение сердечника – S. Кривая намагничивания материала сердечника задана табл. 1.

Таблица 1

Основная кривая намагничивания

	В, Тл
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1
	1,2
	1,4
	1,5
	1,6
	1,64

	Н, А/м
	30
	60
	110
	200
	310
	500
	800
	1200
	2600
	3200


Для заданной электрической цепи необходимо:

1) построить кривую тока в катушке и найти ее аналитическое выражение в виде ряда Фурье;

2) по полученному выражению построить на одном графике все гармонические составляющие и суммарную кривую; для сравнения на этом же графике привести кривую тока, найденную в п.1;

3) рассчитать напряжение и ток на входе цепи; записать их выражения в виде рядов и найти действующие значения;

4) рассчитать активную и полную мощности цепи; определить коэффициент мощности.

Примечания:

а) при расчете ограничиться первыми тремя гармониками; частоту основной гармоники принять равной 50 Гц;

б) потоком рассеяния и активными потерями катушки пренебречь.

Данные для расчета выбираются из табл. 2.

Варианты схем: 
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Таблица 2

Числовые значения параметров цепи

	Первая цифра варианта
	Номер схемы
	w
	UКm , В
	
[image: image8.wmf]l

, м
	S, см2

	1
	1
	100
	90
	0,5
	18

	2
	2
	200
	100
	0,8
	10

	3
	3
	150
	135
	0,5
	18

	4
	4
	250
	150
	1,0
	12

	5
	5
	200
	80
	0,75
	8

	6
	6
	400
	120
	0,8
	6

	7
	7
	250
	175
	0,8
	14

	8
	8
	100
	75
	0,4
	15

	9
	9
	400
	160
	1,0
	8

	0
	0
	300
	225
	0,9
	15


Продолжение табл. 2

	Вторая цифра варианта
	(,

град.
	R1,

Ом
	C,

мкФ
	Третья цифра варианта
	R2,

Ом
	R3,

Ом
	L,

Гн

	1
	0
	45
	60
	1
	120
	70
	0,25

	2
	180
	30
	120
	2
	60
	55
	0,08

	3
	30
	40
	70
	3
	150
	110
	0,2

	4
	-45
	28
	90
	4
	75
	65
	0,08

	5
	-90
	30
	60
	5
	100
	80
	0,05

	6
	60
	42
	100
	6
	60
	75
	0,1

	7
	90
	30
	80
	7
	50
	60
	0,15

	8
	-30
	25
	75
	8
	90
	90
	0,3

	9
	45
	40
	50
	9
	15
	35
	0,04

	0
	-60
	32
	90
	0
	50
	45
	0,06


2. ПОСТРОЕНИЕ КРИВОЙ ТОКА В КАТУШКЕ С ФЕРРОМАГНИТНЫМ     СЕРДЕЧНИКОМ И АНАЛИЗ ЕЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО СОСТАВА

Кривую тока можно получить графическим построением на основе вебер-амперной характеристики катушки 
[image: image9.wmf])
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 и волновой диаграммы потокосцепления 
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Поставленная в заголовке задача решается в несколько этапов.

Прежде всего, строим вебер-амперную характеристику катушки, представляющую зависимость потокосцепления 
[image: image11.wmf]Y

от тока i. Ее построение осуществляется путем пересчета координат основной кривой намагничивания с помощью формул
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Подставляя в них значения 
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 и 
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 из табл. 1, а w, 
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 и 
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 из табл. 2, получим точки вебер-амперной характеристики, которые занесем в табл. 3. Например, при 
[image: image18.wmf]w

=200, S=15 см2=15(10-4 м2, 
[image: image19.wmf]l

=0,5 м, эта таблица имеет следующий вид:

Таблица 3

Точки вебер-амперной характеристики

	( , Вб
	0,06
	0,12
	0,18
	0,24
	0,3
	0,36
	0,42
	0,45
	0,48
	0,49

	i, А
	0,075
	0,15
	0,275
	0,5
	0,775
	1,25
	2
	3
	6,5
	8


Зависимость ((i), построенная по приведенным данным показана на рис. 1,а.

Далее строим кривую мгновенного значения потокосцепления. Согласно условиям, поставленным в задании,  в катушке отсутствуют активные потери и поток рассеяния, поэтому при синусоидальном напряжении на ее зажимах потокосцепление и отстает от напряжения на угол 900:
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 - амплитуда потокосцепления, равная   
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 - начальная фаза напряжения на зажимах катушки.

Пусть, например, напряжение на зажимах катушки определяется уравнением
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т.е. амплитуда напряжения 
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 В, а его начальная фаза 
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 Вб, и мгновенное значение потокосцепления будет описываться уравнением:
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Кривая, построенная по этому уравнению, приведена на рис. 1,б.
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Теперь строим кривую тока в катушке. Задаемся произвольным значением угла 
[image: image30.wmf]t

w

 (точка a на рис. 1,б). На кривой 
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 ему  соответствует точка b,  определяющая величину потокосцепления в данный момент. Проводя через нее горизонтальную прямую до пересечения с вебер-амперной характеристикой, получаем на ней точку с, абсцисса которой определяет величину тока. Откладывая этот ток при том же значении угла (30(), получаем точку d (рис. 1,в), принадлежащую кривой тока 
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. Для точного построения этой кривой рекомендуем определять ее точки чаще, например, с интервалом в 15 градусов
. 

Построенная на рис. 1,в кривая – несинусоидальная периодическая непрерывная функция, удовлетворяющая условиям Дирихле (имеет конечное число разрывов первого рода на конечном интервале и конечное число максимумов и минимумов).  

Из курса математики известно, что такого рода функцию можно представить в виде следующего тригонометрического ряда, ряда Фурье: 
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где 
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A

 – постоянная составляющая; 
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 – первая гармоника; 
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– вторая гармоника; 
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 – соответственно амплитуда  и начальная фаза k-й гармоники.

Анализ гармонического состава полученной кривой можно провести графоаналитическим методом, сущность которого заключается в следующем:

а) период функции f(t), равный 2(, разбивается на x равных интервалов;

б) известные формулы Эйлера – Фурье, определяющие коэффициенты тригонометрического ряда, заменяются следующими приближенными формулами:
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[image: image39.wmf].
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где n – переменный индекс, принимающий значения от 1 до x; fn(t), cos(k(t)), sin (k(t)) – значения соответствующих функций при k=0,1,2…g.

в) амплитуды и начальные фазы гармоник определяются формулами: 
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 Точность разложения получается тем выше, чем больше интервалов берется на периоде.

Таблица 4

Расчет амплитудных значений гармонических составляющих

	Переменный
индекс n
	fn(t)
	k=1

	
	
	t, град
	sinn(t)
	cosn(t)
	fn(t)(sinn(t)
	fn(t)(cosn(t)

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	1,0
	15
	0,259
	0,966
	0,259
	0,966

	2
	1,8
	30
	0,500
	0,866
	0,900
	1,559

	3
	3,0
	45
	0,707
	0,707
	2,120
	2,122

	4
	5,9
	60
	0,866
	0,500
	5,108
	2,953

	5
	3,0
	75
	0,966
	0,259
	2,897
	0,778

	6
	1,8
	90
	1,000
	0,001
	1,800
	0,001

	7
	1,0
	105
	0,966
	-0,258
	0,966
	-0,258

	8
	0,5
	120
	0,867
	-0,499
	0,433
	-0,250

	9
	0,2
	135
	0,708
	-0,706
	0,142
	-0,141

	10
	0,0
	150
	0,501
	-0,865
	0,000
	0,000

	11
	-0,2
	165
	0,260
	-0,966
	-0,052
	0,193

	12
	-0,5
	180
	0,002
	-1,000
	-0,001
	0,500

	Сумма
	 
	
	
	
	14,572
	8,424

	
	 
	
	
	
	Bm(1)=2,429
	Cm(1)=1,404


Продолжение табл. 4

	k=3
	k=5

	t, град
	sinn(3t)
	cosn(3t)
	fn(t)(sinn(3t)
	fn(t)(cosn(3t)
	t, град
	sinn(5t)
	cosn(5t)
	fn(t)(sinn(5t)
	fk(t)(cosk(5t)

	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	45
	0,707
	0,707
	0,707
	0,707
	75
	0,966
	0,259
	0,966
	0,259

	90
	1,000
	0,001
	1,800
	0,001
	150
	0,501
	-0,865
	0,902
	-1,558

	135
	0,708
	-0,706
	2,124
	-2,119
	225
	-0,706
	-0,709
	-2,117
	-2,126

	180
	0,002
	-1,000
	0,009
	-5,900
	300
	-0,867
	0,498
	5,117
	2,936

	225
	-0,706
	-0,709
	-2,117
	-2,126
	375
	0,256
	0,967
	0,767
	2,900

	270
	-1,000
	-0,002
	-1,800
	-0,004
	450
	1,000
	0,004
	1,800
	0,007

	315
	-0,709
	0,705
	-0,709
	0,705
	525
	0,263
	-0,965
	0,263
	-0,965

	360
	-0,003
	1,000
	-0,002
	0,500
	600
	-0,863
	-0,505
	-0,432
	-0,252

	405
	0,705
	0,710
	0,141
	0,142
	675
	-0,711
	0,703
	-0,142
	0,141

	450
	1,000
	0,004
	0,000
	0,000
	750
	0,494
	0,869
	0,000
	0,000

	495
	0,710
	-0,704
	-0,142
	0,141
	825
	0,968
	-0,252
	-0,194
	0,050

	540
	0,005
	-1,000
	-0,002
	0,500
	900
	0,008
	-1,000
	-0,004
	0,500

	 
	 
	 
	0,000
	-7,452
	 
	 
	 
	-3,308
	1,894

	
	 
	 
	Bm(3)=
 0,000
	Cm(3)=

-1,242
	 
	 
	 
	Bm(5)=

 -0,551
	Cm(5)=

0,316


В соответствии с заданием выполним расчет для первых трех гармоник – первой, третьей и пятой.

Разделим  половину периода на 12 частей, т.е. примем x=12. Значения ординат в точках деления, снятые с кривой тока на рис.1,в и обозначенные fn(t), занесены в табл. 4. Там же приведены значения cos(k(t)), sin(k(t)) и их произведения с fn(t) для трех гармоник (k=1,3,5). Приведены также результаты  вычисления сумм, необходимых для отыскания  коэффициентов Bm(k) и Cm(k), и сами коэффициенты, рассчитанные по двум последним формулам. 

Ускорить решение задачи может программа  furje_m.exe, разработанная на кафедре ТОЭ специально для выполнения данной расчетно-графической работы (автор программы В.С. Матющенко)
. При ее использовании, начиная с точки t=0, через каждые 15( снимаются  ординаты кривой i(t), которые вводятся в ЭВМ.  На отрезке, равном половине периода (0(180(), получается 13 значений тока (это – ряд чисел, записанный в графе 2 таблицы 4, к которому в начале  добавляется число 0,5 – значение тока при (t = 0).

Программа осуществляет контроль ввода численных значений тока, основанный на симметрии кривой 
[image: image42.wmf](
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 относительно ее максимальной ординаты и перехода через ноль. Если значения ординат записаны без учета этой симметрии, программа выдает сообщение об ошибке.

Расчет по приведенным в табл. 4 данным дает следующие значения коэффициентов первых трех гармонических составляющих:

	Вm(1)=2,4155,
	Cm(1)=1,3946,

	Bm(3)=0,
	Cm(3)=-1,1784,

	Bm(5)=-0,4754,
	Cm(5)=0,2745.


Сравнивая эти коэффициенты с найденными графоаналитическим методом, можно увидеть небольшое их расхождение. Последнее объясняется тем, что в программе заложены формулы, несколько отличающиеся от приведенных выше.  

Теперь определяем амплитуды и начальные фазы гармоник: 
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Следовательно, ряд тока, протекающего по катушке, имеет вид:
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Прибавляя к аргументу пятой гармоники 180( и меняя перед ней знак на противоположный, получаем: 
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3. ПОСТРОЕНИЕ КРИВОЙ НЕСИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 
ПО ЗАДАННЫМ ГАРМОНИЧЕСКИМ СОСТАВЛЯЮЩИМ

Известное выражение мгновенного значения несинусоидального тока в виде ряда Фурье позволяет построить кривую тока как сумму отдельных гармоник. При этом каждая гармоника представляет собой обычную волновую диаграмму.

Построим кривую, гармонический состав которой определен в предыдущем разделе уравнением (4). Первая гармоника тока равна
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf](
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            (5)

Прежде всего, определяем величины аргумента 
[image: image53.wmf]t
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, при которых ток имеет нулевое и амплитудное значения:
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Далее рассчитываем несколько промежуточных точек для первой четверти волны синусоиды (5) и сводим результаты в табл. 5.

Таблица 5

Данные для построения волновой диаграммы первой гармоники
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Так как синусоида симметрична относительно точки амплитудного значения и точки перехода через ноль, то полученных данных достаточно для построения всей кривой. В рассматриваемой работе рекомендуется выполнять построение на отрезке, определяющем половину периода (длительность полуволны) первой гармоники (рис. 2).

Уравнение третьей гармоники тока имеет вид:
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(6)

Принимая в качестве аргумента угол 
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w

3

, выполняем аналогичные расчеты (табл. 6).

[image: image63.wmf]град.

i, A

0

1

2

3

5

6

4

200

100

300

400

500

600

700

20

40

60

80

100

120

180

360

w

5

w

t

t,

t

3

w

°

)

(

1

30

°

)

(

5

150

°

)

(

3

90

Исходная кривая

Суммарная кривая

Первая гармоника

Третья гармоника

Пятая гармоника


Рис. 2. Построение гармонических составляющих и кривой несинусоидального тока

Таблица 6

Данные для построения волновой диаграммы третьей гармоники 
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Для удобства построения на графике ниже основной оси 
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 проведем горизонтальную ось 
[image: image67.wmf]t
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3

, масштаб градуировки, которой в три раза больше, чем у оси 
[image: image68.wmf]t

w

. При построении третьей гармоники  значения аргумента (первая строка табл. 6) откладываем на этой вспомогательной оси.

Расчет и построение пятой гармоники 
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выполняется аналогично предыдущим. При вычислении точек кривой для занесения их в очередную таблицу в качестве аргумента принимается величина 
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5

, а на графике вводится еще одна вспомогательная ось 
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, масштаб градуировки которой в 5 раз больше масштаба оси 
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.

При построении гармонических составляющих на графике следует показать их начальные фазы (в рассматриваемом примере 30(, -90( и 150().

Кривую несинусоидального тока 
[image: image73.wmf]K

i

 (суммарная кривая на рис.2) получаем алгебраическим сложением ординат первой, третьей и пятой гармоник  при различных  значениях угла 
[image: image74.wmf]t

w

.

Для проверки правильности построения на этот же график с рисунка 1,в переносим исходную кривую. Некоторое различие между ней и суммарной кривой объясняется тем, что при разложении несинусоидального тока  в ряд Фурье мы ограничились  тремя гармониками, в то время как в действительности их число бесконечно велико.

4. РАСЧЕТ ЦЕПИ НЕСИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА

Расчет цепи несинусоидального тока покажем на примере схемы, представленной на рис. 3.
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Рис. 3.  Расчётная схема

Числовые значения параметров цепи примем следующими:

	R1 = 10 Ом
	R2 = 30 Ом
	R3 = 20 Ом

	L = 0,1 Гн
	С = 35 мкФ
	f = 50 Гц


Напряжение на зажимах катушки и разложение в ряд Фурье протекающего по ней тока берем из раздела 2 (формулы 1 и 4).

Так как за исключением катушки все элементы заданной цепи – линейные, то для расчета напряжений и токов в них можно применять метод наложения. В этом случае каждая гармоника рассчитывается отдельно.

Расчет будем выполнять символическим методом в комплексных амплитудах. 

4.1. Расчет первой гармоники

Комплексную амплитуду первой гармоники тока  катушки определяем по ее мгновенному значению (5):
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Здесь и далее применяем следующие обозначения: первые, один или два индекса, указывают участок схемы (например, K –- катушка), буква m – обозначение амплитудного значения, цифра в скобках  –  номер гармоники.

Определяем реактивные и комплексные сопротивления участков цепи:
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Записываем комплексные амплитуды напряжений на зажимах катушки и на участках 
[image: image81.wmf]ab

 и 
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Из уравнения, составленного по второму закону Кирхгофа для контура abcda 
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Применяя законы Ома и первый закон Кирхгофа для узла а, находим токи во второй  и  третьей ветвях и на входе цепи:
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Суммарный ток на участке  ad 
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И наконец, ток на входе цепи 


[image: image89.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

A.

 

o

&

&

&

&

6

45

1

1

3

1

2

1

1

41

5

865

3

783

3

395

1

416

2

19

3

97

1

063

2

341

3

,

j

Km

m

m

m

e

,

,

j

,

,

j

,

,

j

,

,

j

,

I

I

I

I

-

=

-

=

+

+

+

-

-

-

=

+

+

=


Из второго закона Кирхгофа, составленного для контура eadoe, входное напряжение равно
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По найденным комплексным амплитудам записываем мгновенные значения первых гармоник тока и напряжения на входе цепи:
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Далее рассчитываем  мощности.

Комплексная мощность источника
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Мощность катушки
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То обстоятельство, что  в результате получилась  чисто мнимая величина, говорит о том, что  мощность катушки носит только реактивный характер. Это соответствует заданию, в котором говорится об отсутствии активных потерь в катушке, и  тем самым подтверждает правильность полученного  результата.

Мощности на отдельных участках цепи:
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Напоминаем, что при расчете по последним трем формулам мы берем квадрат  м о д у л я  тока.

В соответствии с балансом мощностей комплексная мощность источника должна быть равна сумме комплексных мощностей на всех участках цепи:
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Проверяем:
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Активная мощность, развиваемая источником,
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4.2. Расчет третьей и пятой гармоник

Расчет высших гармоник ведется аналогично расчету первой гармоники с учетом того, что частота гармоники возрастает пропорционально ее номеру, что приводит к изменению реактивных сопротивлений. Индуктивные и емкостные сопротивления для k-й гармоники соответственно равны:
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Кроме того, в кривой напряжения на катушке отсутствуют высшие гармоники, так как по заданию оно синусоидально с угловой частотой (, поэтому принимаем:
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Рассмотрим расчет третьей гармоники.

 По мгновенному значению тока третьей гармоники (6) записываем его комплексную амплитуду:
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Определяем сопротивления участков:
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Вычисляем напряжение на участках цепи:
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В соответствии со сделанным ранее замечанием 
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Находим токи в ветвях и на входе цепи:
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И наконец, определяем входное напряжение:
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Мгновенные значения тока и напряжения на входе цепи:
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Комплексная мощность источника
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Мощность на отдельных участках:
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Комплексная мощность катушки
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 Так как напряжение на катушке синусоидально, и третья гармоника напряжения отсутствует, то несмотря на наличие тока, мощность равна нулю.

В соответствии с балансом мощностей комплексная мощность источника должна быть равна сумме комплексных мощностей на всех участках цепи: 
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Проверяем баланс мощностей:
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Активная мощность источника
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Аналогично рассчитывается и пятая гармоника, с учетом различия в определении реактивных сопротивлений:
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Напряжение на зажимах катушки и потребляемая ею мощность, как и у третьей гармоники, здесь равны нулю.

Расчеты, проведенные для пятой гармоники, приводят к следующим результатам:
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4.3. Суммарное действие гармоник

Суммируя мгновенные значения отдельных гармоник, записываем в виде рядов ток и напряжение на входе цепи
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Их действующие значения:
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Активная и полная мощности на входе цепи:
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Коэффициент мощности цепи
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Какие элементы и цепи называются нелинейными?

2. Приведите классификацию нелинейных элементов

3. Почему зависимость тока от напряжения приложенного к зажимам катушки индуктивности с ферромагнитным сердечником является нелинейной?

4. С чем связано изменение формы тока, протекающего по виткам нелинейной катушки индуктивности, по сравнению с формой приложенного напряжения?

5. Всегда ли при расчете цепи, содержащей катушку индуктивности можно применять метод наложения?   

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вышеизложенный материал ни в коем случае не заменяет учебник, а лишь дает минимум информации, связанной с расчетом цепей, содержащих нелинейный элемент – катушку с ферромагнитным сердечником.

 Студентам для успешного усвоения одного из сложных разделов теоретических основ электротехники  и приобретения навыков по  расчету нелинейных цепей необходимо дополнительное изучение учебной литературы и самостоятельное решение задач по данной теме.
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Рис. 1. Построение кривой тока в катушке








�Масштабы одних и тех же физических величин (токов, потокосцеплений и  углов) на соответствующих осях на рис. 1 рекомендуется брать одинаковыми.


� Возможно так же применение и других программ, разработанных для ЭВМ, осуществляющих разложение в ряд Фурье.
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